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Äèíàìè÷åñêàÿ  ñèììåòðèÿ

â  ïðèðîäå  è  àðõèòåêòóðå

Òåðìèí ,,äèíàìè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ” âïåðâûå ïðèìåíèë àìåðèêàíñêèé

èññëåäîâàòåëü àðõèòåêòóðû Ä. Õýìáèäæ, îáîçíà÷èâ èì íåêèé ïðèíöèï

ïðîïîðöèîíèðîâàíèÿ â àðõèòåêòóðå [11]. Ïîçæå ýòîò òåðìèí íåçàâèñèìî ïîÿâèëñÿ

â ôèçèêå, ãäå áûë ââåä¸í äëÿ îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ,

õàðàêòåðèçóþùèõñÿ èíâàðèàíòàìè [10]. Íàêîíåö, â äàííîì èññëåäîâàíèè

òåðìèíîì äèíàìè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ íàçâàíà çàêîíîìåðíîñòü ïðèðîäíîãî

ôîðìîîáðàçîâàíèÿ, ÷òî â ñìûñëå ïðîèñõîæäåíèÿ òàêæå îêàçûâàåòñÿ íåñâÿçàííûì

ñ èäååé Õýìáèäæà è, òåì áîëåå, ïîÿâëåíèåì ýòîãî òåðìèíà â ôèçèêå. Îäíàêî,

âñå òðè âàðèàíòà ãëóáîêî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ïî ñîäåðæàíèþ, è èìåííî ýòî

ìû ïîïûòàåìñÿ ïîêàçàòü.

Âíà÷àëå îòìåòèì ñòðàòåãè÷åñêóþ îáùíîñòü íàøåãî ñ Õýìáèäæåì

íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé. Ýòî õîðîøî èçâåñòíîå èñòîðè÷åñêè ñëîæèâøååñÿ

íàïðàâëåíèå, êîòîðîå â îáëàñòè àðõèòåêòóðû è èñêóññòâà ìîòèâèðîâàíî ïîèñêîì

çàêîíîìåðíîñòåé ãàðìîíèè, è ïîýòîìó îðèåíòèðîâàííîå íà èçó÷åíèå îáúåêòîâ

ïðèðîäû. Îáû÷íî àðõèòåêòîðîâ èíòåðåñóþò ñòðóêòóðíûå çàêîíîìåðíîñòè

ïðèðîäíîãî ôîðìîîáðàçîâàíèÿ è îñîáåííî – çîëîòîå ñå÷åíèå è ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è

– çàêîíîìåðíîñòè, ïðèìå÷àòåëüíûå ñâîåé èíòðèãóþùåé ðîëüþ â àðõèòåêòóðíîì

ôîðìîîáðàçîâàíèè. Íå ñëó÷àéíî àðõèòåêòîðû-èññëåäîâàòåëè òàê ÷àñòî îáðàùàþò

âíèìàíèå íà áîòàíè÷åñêîå ÿâëåíèå ôèëëëîòàêñèñ, êîòîðîå õàðàêòåðíî ýòèìè

çàêîíîìåðíîñòÿìè.

Ôèëëîòàêñèñ îêàçàëñÿ îáúåêòîì âíèìàíèÿ àâòîðà ïåðâîãî âàðèàíòà

êîíöåïöèè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè Ä. Õýìáèäæà. Â ðåçóëüòàòå èçó÷åíèÿ ýòîãî

ÿâëåíèÿ Ä. Õýìáèäæ âûâîäèò çàêîí ò. í. îäíîîáðàçíîãî ðîñòà, è ïðåäëàãàåò

åãî ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ – ñïèðàëü îäíîîáðàçíîãî ðîñòà, èëè èíà÷å

– çîëîòóþ ñïèðàëü (ðèñ. 1).

Ðèñ 1. Ïîñòðîåíèå çîëîòîé ñïèðàëè ïî Õýìáèäæó.

Îëåã Áîäíàð
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Îäíàêî ãëàâíîå îáîáùåíèå, ñäåëàííîå Ä. Õýìáèäæåì â ðåçóëüòàòå èçó÷åíèÿ

çàêîíîìåðíîñòåé ïðèðîäíîãî ôîðìîîáðàçîâàíèÿ (ôèëëîòàêñèñà), à òàêæå

ïðîïîðöèé êëàññè÷åñêîé àðõèòåêòóðû, ñâîäèòñÿ ê èäåå àðõèòåêòóðíîãî

ïðîïîðöèðîâàíèÿ, íàçûâàåìîé äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèåé. Õýìáèäæ

èëëþñòðèðóåò åå ïðè ïîìîùè íåñëîæíîé ãåîìåòðè÷åêîé ñõåìû (ðèñ. 2).

Ýòî ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ñèñòåìà ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïåðâûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ

êâàäðàòîì, à êàæäûé ñëåäóþùèé ñòðîèòñÿ íà ñòîðîíå èñõîäíîãî êâàäðàòà, ðàâíîé

1, è íà äèàãîíàëè ïðåäûäóùåãî ïðÿìîóãîëüíèêà. Ïîëó÷àåòñÿ ñåðèÿ

ïðÿìîóãîëüíèêîâ, îòíîøåíèå ñòîðîí êîòîðûõ âûðàæàåò ðÿä 1 , 2 , 3 , 4 ,

5 , … . Â ýòîé ñåðèè Õýìáèäæ ðàçëè÷àåò äâà âèäà ïðÿìîóãîëüíèêîâ –

ñòàòè÷åñêèå è äèíàìè÷åñêèå. Ó ñòàòè÷åñêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ îòíîøåíèÿ ñòîðîí

âûðàæàþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè, ó äèíàìè÷åñêèõ – èððàöèîíàëüíûìè.

Äèíàìè÷åñêèå ïðÿìîóãîëüíèêè, ïî ìíåíèþ Ä. Õýìáèäæà, âûðàæàþò èäåþ ðîñòà,

äâèæåíèÿ è ðàçâèòèÿ. Èç èõ ÷èñëà îí ïðåæäå âñåãî âûäåëÿåò òðè, ó êîòîðûõ

äëèííûå ñòîðîíû ðàâíû 2 , 3 , 5 . Íî îñîáîå çíà÷åíèå ïðèäà¸ò

ïðÿìîóãîëüíèêó 1 × 5 , êîòîðûé íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàí ñ ,,çîëîòûì

ïðÿìîóãîëüíèêîì” 1 × Ô. Õýìáèäæ ïðîâîäèò òùàòåëüíîå ãåîìåòðè÷åñêîå

èññëåäîâàíèå, îáíàðóæèâàÿ ðàçíîîáðàçíûå ïðîÿâëåíèÿ çîëîòîãî ñå÷åíèÿ â

ñèñòåìå ïðÿìîóãîëüíèêà 1 × 5 . Èññëåäóÿ ãåîìåòðè÷åêèå ñâîéñòâà ýòîãî

ïðÿìîóãîëüíèêà, îí ïîêàçûâàåò âîçìîæíîñòü åãî ïðèìåíåíèÿ äëÿ àíàëèçà

ïðîïîðöèé îáúåêòîâ êëàññè÷åñêîé àðõèòåêòóðû è èñêóññòâà (ðèñ. 3, 4).

Òàêîâà, âêðàòöå, ñóùíîñòü èäåè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè Ä. Õýìáèäæà. Êàê

âèäèì, îíà íå âûòåêàåò èç ñâîéñòâ ôèëëîòàêñèñà íåïîñðåäñòâåííî. Õýìáèäæ,

âîîáùå ãîâîðÿ, íå óãëóáëÿåòñÿ â ìàòåìàòèêó ôèëëîòàêñèñà. Â ñâîèõ ðàçëè÷íûõ

Ðèñ 1. Ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ñèñòåìà “Äèíàìè÷åñêàÿ ñèìåòðèÿ” Ä. Õýìáèäæà.
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ñõåìàõ, èëëþñòðèðóþùèõ çàêîíîìåðíîñòè îäíîîáðàçíîãî ðîñòà, ëèáî êàêèå-òî

èäåè ïðîïîðöèîíèðîâàíèÿ, îí èñïîëüçóåò èçâåñòíûå ÷èñëîâûå ñîîòíîøåíèÿ,

õàðàêòåðíûå äëÿ ôèëëîòàêñèñà, â ò. ÷. çîëîòîå ñå÷åíèå.

Òåì íå ìåíåå, åãî èäåÿ äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëüíîé è

ïî ñâîåìó ìàòåìàòè÷åñêîìó ñîäåðæàíèþ îêàçûâàåòñÿ âûðàæåíèåì

çàêîíîìåðíîñòè âåñüìà îáùåãî õàðàêòåðà. Ïîêàçàòü ýòî ñòàíåò âîçìîæíûì ïîñëå

îçíàêîìëåíèÿ ñ ïðåäëàãàåìûì íèæå èññëåäîâàíèåì ôèëëîòàêñèñà. Íî ïðåæäå

÷åì ïðèñòóïèòü ê åãî èçëîæåíèþ, õîòåëîñü áû óïðåäèòü âîçìîæíûå

,,íåæåëàòåëüûå âïå÷àòëåíèÿ”, êîòîðûå ïðè ÷òåíèè òåêñòà ìîãóò âîçíèêíóòü ó

ïðåäñòàâèòåëåé ðàçëè÷íûõ íàó÷íûõ îòðàñëåé. Àâòîð ïðåäâèäèò âîçìîæíóþ

íåóäîâëåòâîð¸ííîñòü áèîëîãîâ â ñâÿçè ñî ñõåìàòè÷íîñòüþ è íåäîñòàòî÷íîé

òåðìèíîëîãè÷åñêîé ñòðîãîñòüþ áèîëîãè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ÿâëåíèÿ, ìàòåìàòèêîâ,

îáíàðóæèâàþùèõ íåñîãëàñîâàííîñòü ñèìâîëèêè ñ óïîòðåáëÿåìîé â òåîðèè

ôèëëîòàêñèñà, èñêóññòâîâåäîâ, ñòîëêíóâøèõñÿ ñ ÷ðåçìåðíûì, êàê äëÿ

ìåòîäîëîãèè èñêóññòâà, ìàòåìàòè÷åñêèì óêëîíîì èññëåäîâàíèÿ. Àâòîð

ïîëíîñòüþ îòäà¸ò ñåáå îò÷¸ò âî âñåõ ,,íåóäîáñòâàõ”, ñîçäàþùèõñÿ èç-çà

ìåæäèñöèïëèíàðíîãî õàðàêòåðà ïðîáëåìû.

Âìåñòå ñ òåì, àâòîð îòâå÷àåò çà íàó÷íóþ äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ

ðåçóëüòàòîâ. Öåíòðàëüíàÿ çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ ñôîðìóëèðîâàíà íà îñíîâå

ìèíèìàëüíî äîñòàòî÷íîé èñõîäíîé èíôîðìàöèè, ïîçâîëÿþùåé èçâëå÷ü

ñóùíîñòü ãëàâíîãî âîïðîñà ïðîáëåìû è ñòðîèòü èññëåäîâàíèå ,,ñ íóëÿ”, äåëàÿ

åãî íåçàâèñÿùèì îò íàêîïèâøåãîñÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè èññëåäîâàòåëüñêîãî

îïûòà. Õîòÿ ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ýòîò îïûò íåìàëûé. Èññëåäîâàíèÿìè

ôèëëîòàêñèñà çàíèìàëèñü ìíîãèå ìàòåìàòèêè è áèîëîãè. Âî âòîðîé ïîëîâèíå

ÕÕ âåêà, íàïðèìåð, Ã. Êîêñòåð [7], Àäëåð [12], Æåàí [13], Øâàáå [14], Ïåòóõîâ

Ðèñ 3. Îáúåìíàÿ ìîäåëü ïðîïîðöèé Ïàðôåíîíà
(çà Õýìáèäæåì).

Ðèñ 4. Äèàãðàììà ïðîïîðöèé
ãðå÷åñêîé âàçû - êàíòàðîñ

(çà Õýìáèäæåì).
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[9] è äð., òðóäàìè êîòîðûõ ñîçäàíà ñîâðåìåííàÿ ,,ìàòåìàòèêî-áèîëîãè÷åñêàÿ”

òåîðèÿ ôèëëîòàêñèñà.

Ðåçóëüòàòû äàííîãî èññëåäîâàíèÿ âïåðâûå îïóáëèêîâàíû â 1989 ãîäó [1].

Íà òîò ìîìåíò îíè áûëè íîâûìè. Âî âñÿêîì ñëó÷àå äî ýòîãî íèêåì èç

èññëåäîâàòåëåé äëÿ îïèñàíèÿ ôèëëîòàêñèñà íå ïðèâëåêàëàñü ãåîìåòðèÿ

Ìèíêîâñêîãî è àïïàðàò ãèïåðáîëè÷åñêîé òðèãîíîìåòðèè. Èçëîæèì êðàòêî ýòî

èññëåäîâàíèå.

Èç áèîëîãèè èçâåñòíî, ÷òî âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ñàìûõ ðàçëè÷íûõ

çà÷àòêîâ, âîçíèêàþùèõ íà êîíóñàõ ðîñòà ïîáåãîâ, õàðàêòåðèçóåòñÿ ñïèðàëüíîé

ñèììåòðèåé. Ýòîò ïðèíöèï ðàñïîëîæåíèÿ, ïîëó÷èâøèé íàçâàíèå ôèëëîòàêñèñ,

îò÷¸òëèâî íàáëþäàåòñÿ òàêæå â ïëîòíûõ ñîöâåòèÿõ è ñîïëîäèÿõ, íàïðèìåð, íà

ãîëîâêàõ ïîäñîëíå÷íèêîâ, íà øèøêàõ õâîéíûõ è âî ìíîãèõ äðóãèõ âèäàõ

áèîôîðì (ðèñ. 5).

Ðèñ 5. Ïðèìåðû ôèëîòàêñèñíûõ ñòðóêòóð:
  à - ñõåìû ëèñòîðàñïîëîæåíèÿ;
  á - äèñê ïîäñîëíóõà;
  â -ïëîä àíàíàñà;
  ã - ñòâîë ïàëüìû;
  ä - öâåòîê ðîìàøêè;
  å - ñîñíîâûå øèøêè

à)       á)

â)

ä)

ã) å)
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Íà ïîâåðõíîñòÿõ ôèëëîòàêñèñíûõ ôîðì, îñîáåííî â ïëîòíûõ ñîöâåòèÿõ è

ñîïëîäèÿõ, ÿñíî âûäåëÿþòñÿ ëåâî- è ïðàâîçàêðó÷åííûå ñïèðàëåâèäíûå ðÿäû

ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ (çà÷àòêîâ, ñåìÿí, ëèñòüåâ). Îòíîøåíèåì ÷èñåë,

ñîîòâåòñòâóþùèõ êîëè÷åñòâó ëåâûõ è ïðàâûõ ñïèðàëåé, ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü

ïîðÿäîê ñèììåòðèè ôèëëîòàêñèñíûõ ôîðì. Ñîãëàñíî çàêîíàì ôèëëîòàêñèñà ýòè

ñîîòíîøåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ñî÷åòàíèÿìè ÷èñåë ðåêóððåíòíûõ ðÿäîâ, òàêèõ, äëÿ

êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ïðàâèëî: u n = u n – 2 + u n – 1. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåíû

ñèììåòðè÷åñêèå òèïû ôèëëîòàêñèñà, îïèñûâàåìûå ÷èñëàìè ðÿäà Ôèáîíà÷÷è:

…, 0, 1, 1, 3, 5, 8, 13, 21, 34, … . Íåðåäêî â ôèëëîòàêñèñå ðåàëèçóþòñÿ òàêæå

÷èñëà ðÿäà Ëþêà …, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, … , ðåæå – ÷èñëà, ïðèíàäëåæàùèå

ðÿäó …, 4, 5, 9, 14, 23, … . Ïîðÿäîê ñèììåòðèè â ñëó÷àå ôèáîíà÷÷èåâîãî

ôèëëîòàêñèñà (F-ôèëëîòàêñèñà) âûðàæàåòñÿ îòíîøåíèÿìè: 
1

2
, 
2

3
, 
3

5
, 
5

8
, 
8

13
, … .

Õàðàêòåðíî, ÷òî â îáîçíà÷åíèÿõ ñèììåòðèè âñåãäà ôèãóðèðóþò ñîñåäíèå

÷èñëà ðÿäà. Â îïðåäåë¸ííûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íà ïîâåðõíîñòè ôîðìû âûäåëÿþòñÿ

òðè ãðóïïû ñïèðàëåé, ñèììåòðèÿ îáîçíà÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ òð¸õ ÷èñåë. Êàê

ïðàâèëî, äëÿ ïîáåãîâ ðàñòåíèé è äåðåâüåâ õàðàêòåðíû íèçêèå ïîðÿäêè

ñèììåòðèè, à äëÿ ïëîòíûõ ñîöâåòèé è ñîïëîäèé – âûñîêèå. Ó ïîäñîëíå÷íèêîâ,

íàïðèìåð, ïîðÿäîê ñèììåòðèè ìîæåò äîñòèãàòü çíà÷åíèé 
55

89
, 

89

144
 è äàæå 

144

233
.

Ïðèìå÷àòåëüíûì ïîêàçàòåëåì ôèëëîòàêñèñíûõ ñòðóêòóð ÿâëÿåòñÿ ò. í.

äèâåðãåíöèÿ D – óãîë ðàñõîæäåíèÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ çà÷àòêîâ.

Äèâåðãåíöèÿ, èçìåðÿåìàÿ â äîëÿõ êðóãà, â ñëó÷àå F-ôèëëîòàêñèñà âñåãäà

âûðàæàåòñÿ òåì æå ÷èñëîì, ÷òî è ïîðÿäîê ñèììåòðèè ôîðìû, ò. å. îíà ìîæåò

áûòü ðàâíîé 
1

2
, 
2

3
, 
3

5
, 
5

8
, 

8

13
, … . Ýòîò ðÿä äðîáåé, êàê èçâåñòíî, ñòðåìèòñÿ ê

ïðåäåëó â ≈ 0,618 ... êðóãà, ïðè êîòîðîì ïîëíûé ïëîñêèé óãîë îêàçûâàåòñÿ

ðàçäåë¸ííûì â îòíîøåíèè çîëîòîãî ñå÷åíèÿ Φ.

Íåêîòîðûå âèäû ôèëëîòàêñèñíûõ ôîðì â ïðîöåññå ðîñòà ïîñëåäîâàòåëüíî

èçìåíÿþò (óâåëè÷èâàþò) ïîðÿäîê ñâîåé ñèììåòðèè. Èìåííî ýòî ñâîéñòâî

ôèëëîòàêñèñà ìû íàçûâàåì äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèåé. Ïðèìåðîì ìîæåò

ñëóæèòü ïîäñîëíå÷íèê. Ãîëîâêè ïîäñîëíå÷íèêà, íàõîäÿùèåñÿ íà ðàçíûõ óðîâíÿõ

îäíîãî è òîãî æå ñòåáëÿ, èìåþò ðàçíóþ ñèììåòðèþ: ÷åì âûøå óðîâåíü, ò. å. ÷åì

ñòàðøå äèñê, òåì âûøå ïîðÿäîê åãî ñèììåòðèè. Â äèíàìèêå ñèììåòðèè ïðè

ýòîì ðåàëèçóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

… → 
5

8
 → 

8

13
 → 

13

21
 → 

21

34
 → … .

Ïî õîäó èçìåíåíèÿ ñèììåòðèè ñîîòâåòñòâåííî èçìåíÿåòñÿ è óãîë

äèâåðãåíöèè. Âìåñòå ñ òåì íà âñåõ äèñêàõ, íåçàâèñèìî îò ÷èñëà ñïèðàëåé,

îêàçûâàþòñÿ îäèíàêîâûìè ò. í. êîíôîðìíûå (óãëîâûå) õàðàêòåðèñòèêè
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ñïèðàëüíûõ îðíàìåíòîâ – ñïèðàëè ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïîñòîÿííûì óãëîì.

Ýòèõ ñâåäåíèé äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîñòàâèòü çàäà÷ó èññëåäîâàíèÿ. Îíà

ñîñòîèò â ãåîìåòðè÷åñêîöé ðàñøèôðîâêå ôîðìîîáðàçóþùåãî ïðîöåññà

ôèëëîòàêñèñà è êëþ÷åâûì â íåé ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î òîì, êàê ïðîèñõîäèò

èçìåíåíèå ñèììåòðèè.

Âíà÷àëå ïîòðåáîâàëîñü âûïîëíèòü íåñëîæíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ñòèëèçàöèþ

ôèëëîòàêñèñíîé ïîâåðõíîñòè è ïðåäñòàâèòü å¸ â âèäå ðåãóëÿðíîé ïëîñêîé

ðåø¸òêè (ðèñ. 6). Ýòà ðåø¸òêà (ðèñ. 6ã) ïðîíóìåðîâàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî íîìåðà

âåðøèí õàðàêòåðèçóþò èõ óäàëåíèå îò ïðÿìîé 00'; ïðè ýòîì çà åäèíèöó ïðèíÿòî

ðàññòîÿíèå ê áëèæàéøåé îò 00' òî÷êå 1. Âñëåäñòâèå òàêîãî ïðàâèëà íóìåðàöèè â

ñèñòåìå ÷èñëîâûõ íàèìåíîâàíèé ïîëó÷èë îòðàæåíèå ïîðÿäîê ñèììåòðèè

öèëèíäðè÷åêîé ðåø¸òêè: òî÷êè, ñîñåäñòâóþùèå ñ 0, ïðèîáðåëè íîìåðà 5, 8 è 3

(à òàêæå –5, –8 è –3), ò. å. òàêèå íîìåðà, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò ÷èñëåííûé ñîñòàâ

âèíòîâûõ ñïèðàëåé öèëèíäðè÷åñêîé ðåø¸òêè.

Ðèñ 6. Àíàëèç ñòðóêòóðíî-÷èñëîâûõ ñâîéñòâ ôèëîòàêñèñíîé ðåøåòêè:
  à - îáùèé âèä êåäðîâîé øèøêè;
  á - ñõåìà ðàçâåðòêè;
  â - öèëèíäðè÷åñêàÿ ðåøåòêà - èäåàëèçèðîâàííàÿ ôîðìà êåäðîâîé øèøèêè;
  ã - ðàçâåðòêà öèëèíäðè÷åñêîé ðåøåòêè.

Î÷åâèäíî, äëÿ ðåøåòîê ñ ðàçíîé ñèìåòðèåé, íîìåðà âåðøèí-ñîñåäåé òî÷êè

Î áóäóò ðàçíûå.

Âûïîëíèì ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ñåðèè ðåø¸òîê, èëëþñòðèðóþùèõ

ïîñëåäîâàòåëüíûå ñòàäèè èçìåíåíèÿ ñèììåòðèè â ôèëëîòàêñèñå (ðèñ. 7). Âñå

ðåø¸òêè îäèíàêîâû ïî ìåòðè÷åñêèì ñâîéñòâàì. Òåì ñàìûì ó÷òåíî ñâîéñòâî

ïðèðîäíûõ ôèëëîòàêñèñíûõ ðåø¸òîê âîññòàíàâëèâàòü ñâîè êîíôîðìíûå

õàðàêòåðèñòèêè íà ëþáîé ñòàäèè ñèììåòðè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ.
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Ïðîñëåäèì çàêîíîìåðíîñòü òðàíñôîðìàöèè ïàðàëëåëîãðàììà 010' 1 . Íà÷í¸ì

ñî ñõåìû ²²². Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñòîðîíû 01 è 0' 1  ýòîãî ïàðàëëåëîãðàììà

ðàâíû îòðåçêàì 00'1 è 00'2, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëÿìè ýòîãî

ïàðàëëåëîãðàììà íà äâóõ ïðåäûäóùèõ ñòàäÿõ åãî òðàíñôîðìàöèè, ò. å. íà ñòàäèÿõ

² è ²². Ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììà 010'4 1  íà ÷åòâ¸ðòîé ñòàäèè îêàçûâàþòñÿ

ðàâíûìè îòðåçêàì 00'2 è 00'3. Ýòà çàêîíîìåðíîñòü âèäíà è íà ñëåäóþùèõ ñòàäèÿõ.

Âûïîëíèì îòäåëüíóþ èëëþñòðàöèþ âûÿâëåííîé çàêîíîìåðíîñòè (ðèñ. 8).

Ðèñ 7. Ñåðèÿ ðàçâåðòîê, èëëþñòðèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíûå ñòàäèè
  ñèììåòðè÷åñêîãî ïðîåîáðàçîâàíèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ ðåøåòîê. Íà âñåõ
  ñõåìàõ ïàðàëåëîãðàììà OITO’.
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Ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñòîðîíû êàæäîãî ïàðàëëåëîãðàììà

(íà÷èíàÿ ñ òðåòüåãî) ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëÿìè äâóõ ïðåäûäóùèõ ïàðàëëåëîãðàììîâ.

Ïîñêîëüêó ëþáûå äâà ïîñëåäîâàòåëüíûå ïàðàëëåëîãðàììà èìåþò òðè îáùèå

âåðøèíû, ÿñíî, ÷òî âñå ïàðàëëåëîãðàììû îäèíàêîâû ïî ïëîùàäè. Ñîõðàíåíèå

ïëîùàäè – ïåðâîå ïðèìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî äèíàìè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

ïàðàëëåëîãðàììà. Âòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â ñîõðàíåíèè ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ:

ïàðàëëåëîãðàìì íà ëþáîé ñòàäèè ïðåîáðàçîâàíèÿ îñòà¸òñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì.

Îòñþäà êëþ÷åâàÿ äîãàäêà èññëåäîâàíèÿ: ñîõðàíåíèå ïëîùàäè è ïàðàëëåëüíîñòè

– ñâîéñòâà ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïîâîðîòà. Çíà÷èò èìååì äåëî èìåííî ñ

ãèïåðáîëè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì. Îñòà¸òñÿ êîíêðåòèçèðîâàòü ýòó èäåþ.

Ðèñ 8. Èññëåäîâàíèå çàêîíîìåðíîñòè òðàíñôîðìàöèè ýëåìåíòàðíîãî ïàðàëëåëîãðàììà.

Ðèñ 9. Òðàíñôîðìàöèÿ ýëåìåíòàðíîãî
  ïàðàëåëîãðàììà ãèïåðáîëè÷åñêèì
   äâèæåíèåì.

Ðèñ 10. Ñõåìà ïðåîáðàçîâàíèÿ ðåøåòêè
    ïóòåì ãèïåðáîëè÷åñíîãî ïîâîðîòà.

Íà ðèñ.10 ïîêàçàíà ,,ïðèâÿçêà” ðåø¸òêè ê ñõåìå ãèïåðáîëè÷åñêîé

òðàíñôîðìàöèè.

Èòàê, ìîæåì êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêèé ïîâîðîò ëåæèò â îñíîâå

ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèììåòðèè, ïðîèëëþñòðèðîâàííîãî íà ðèñ. 7. Ýòî êëþ÷åâîé

ðåçóëüòàò èññëåäîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùèé ðàçâèòü ïðèíöèïèàëüíî íîâûé âçãëÿä

íà ïðîáëåìó ãåîìåòðèè ôèëëîòàêñèñà.
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Ïðåæäå âñåãî â ñâåòå èäåè ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïîâîðîòà âîçíèêàåò

íåîáõîäèìîñòü ñïåöèàëüíîãî àíàëèòèêî-ãåîìåòðè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ

ðåãóëÿðíîé ðåø¸òêè. È ñðàçó æå îáíàðóæèâàåòñÿ âåñüìà ïðèìå÷àòåëüíûé ôàêò:

â ìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêàõ ðåø¸òêè îðãàíè÷åñêè çàëîæåíà âåëè÷èíà

çîëîòîãî ñå÷åíèÿ .

Ðàññìîòðèì ðèñ.11. Ðàñïîëîæåíèå âåðøèí çäåñü ñîîòâåòñòâóåò ðèñ.10 è

õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

xA = xN
1
 = 1, yA = 1, 0A = 0N1 = 2 ;

òî÷êè Ì1 è Ì2 ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî 0À; 0Ì1Ì2N1, 0Ì2N2N1, 0Ì2Ì3N2 –

ïàðàëëåëîãðàììû, çíà÷èò, 0N1 = Ì1Ì2 = 0A = 2 .

Ðèñ 11. Àíàëèç ìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåøåòêè.

Îïðåäåëèì àáñöèññó òî÷êè Ì2, îáîçíà÷èâ x
M

2
 = x. Èç óñëîâèÿ

ñèììåòðè÷íîñòè òî÷åê Ì1 è Ì2 âûòåêàåò, ÷òî xM
1
 = yM

2
 = x 

–

 1
 è ÷òî îòðåçîê

Ì1Ì2 íàêëîí¸í ïîä óãëîì 45î
 ê îñè 0õ. Î÷åâèäíî, ðàçíèöà àáñöèññ òî÷åê Ì1 è

Ì2 ðàâíà 1. Çàïèøåì è ðåøèì óðàâíåíèå

õ – õ 
–

 1 = 1,

õ2 – õ  – 1 = 0,

õ = 
1 5

2

+

.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ çàäà÷è xM
2
 = 

1 5

2

+

 = Φ. Òåïåðü íåòðóäíî ñäåëàòü âûâîäû.

Êîîðäèíàòû  x  è  y  ïðîèçâîëüíîé ðåø¸òêè ìîæíî âûðàçèòü ôîðìóëàìè:

õ = 

a

2
 · Φ n

, y = 

a

2
 · Φ 

–

 n
, (1)
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ãäå à – ïîëóîñü ãèïåðáîëû, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò ðàññìàòðèâàåìàÿ òî÷êà.

Ïðè÷¸ì, åñëè çà óãëîâóþ åäèíèöó (ìîäóëü) ãèïåðáîëè÷åêîãî ïîâîðîòà ïðèíÿòü

óãîë, ðàçäåëÿþùèé äâå ñîñåäíèå ñòàäèè ïðåîáðàçîâàíèÿ (íàïðèìåð, ñòàäèè ² è

²², ²² è ²²², ²²² è ²V è ò. ä. – ðèñ. 7), èíà÷å ãîâîðÿ, – íàèìåíüøèé óãîë, ïîâîðîò íà

êîòîðûé ïðèâîäèò ê ñàìîñîâìåùåíèþ ðåø¸òêè, òî ïîêàçàòåëü ñòåïåíè n áóäåò

ñîâïàäàòü ñ âåëè÷èíîé ãèïåðáîëè÷åñêîãî óãëà (â ìîäóëÿõ), õàðàêòåðèçóþùåãî

ïîëîæåíèå ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè (ðèñ. 12).

Ðèñ 12. Îïðåäåëåíèå ìîäóëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óãëà.

Â ñèñòåìå êîîðäèíàò X0Y (ðèñ. 10) ôîðìóëû êîîðäèíàò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè

ïðèîáðåòàþò âèä ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé:

X = a ·
Φ Φ

n n

+
−

2
, Y = a ·

Φ Φ
n n

−
−

2
. (2)

Êàê âèäèì, ýòî íåîáû÷íûå ãèïåðáîëè÷åêèå ôóíêöèè, ïîñêîëüêó è îñíîâàíèå

Φ, è âåëè÷èíà åäèíèöû ãèïåðáîëè÷åñêîãî óãëà çäåñü îòëè÷àþòñÿ îò

îáùåïðèíÿòûõ*.

(* Â êëàññè÷åñêîì âàðèàíòå çà åäèíèöó ãèïåðáîëè÷åñêîãî óãëà ïðèíèìàåòñÿ

ïëîùàäü ò. í. êîîðäèíàòíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà òî÷êè Ì ãèïåðáîëû,

îáðàçîâàííîãî îñÿìè êîîðäèíàò è ïðÿìûìè, ïðîâåäåííûìè ÷åðåç òî÷êó Ì

ïàðàëëåëüíî îñÿì êîîðäèíàò. Åñëè óðàâíåíèå ãèïåðáîëû èìååò âèä xy = 1, òî

ïëîùàäü êîîðäèíàòíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ÷èñëåííî ðàâíà 1. Åñëè åäèíè÷íóþ

ïëîùàäü èìååò ãèïåðáîëè÷åñêèé ñåêòîð 0ÀÌ (À – âåðøèíà ãèïåðáîëû), òî xM
= e, à yM = e 

–

 1.)

Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ äàííûõ ôóíêöèé ïðèíÿòû ñàìîñòîÿòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ

è íàçâàíèÿ:
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äëÿ 
Φ Φ

n n

+
−

2
 = Gch n – çîëîòîé êîñèíóñ,

äëÿ 
Φ Φ

n n

−
−

2
 = Gsh n – çîëîòîé ñèíóñ,

äëÿ 
Φ Φ

Φ Φ

n n

n n

−

+

−

−

 = Gth n – çîëîòîé òàíãåíñ è ò. ä.

Çîëîòûå ôóíêöèè ñîõðàíÿþò îñíîâíûå ñâîéñòâà ,,êëàññè÷åñêèõ”

ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé è ñîãëàñîâûâàþòñÿ ñ íèìè ñ ó÷¸òîì çàâèñèìîñòè

ìåæäó ÷èñëàìè Φ è å (Φ = e ln 
ϕ, Φ n = e n ln 

ϕ,). Íàïðèìåð:

Φ Φ
n n

+
−

2
 = 

e e
n nln lnΦ Φ

+
−

2
, Gch n = ch (n · ln Φ);

e e
n n

+
−

2
 = 

Φ Φ
Φ Φ

n n

ln ln
−

−

, sh n = Gsh 
n

lnΦ
.

Ôîðìóëû (2) êîîðäèíàò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè â ñèñòåìå X0Y òåïåðü ìîæíî

çàïèñàòü òàê:

X = a · Gch n, Y = a · Gsh n. (3)

Èçìåíåíèå êîîðäèíàò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè, âûçûâàåìîå ãèïåðáîëè÷åñêèì

ïîâîðîòîì, âûðàæàþò ôîðìóëû:

x’ = X · Gch n + Y · Gsh n,

y’ = X · Gsh n + Y · Gch n. (4)

Â ïðîöåññå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïîâîðîòà ðåø¸òêà äåôîðìèðóåòñÿ, íî

ïåðèîäè÷åñêè, ÷åðåç ìîäóëü ïîâîðîòà, ïîâòîðÿþòñÿ îäíè è òå æå ìåòðè÷åñêèå

ñîñòîÿíèÿ.

Íà ðèñ.13 ïîêàçàíû ïîñëåäîâàòåëüíûå ýòàïû äåôîðìàöèè ýëåìåíòàðíîãî

òðåóãîëüíèêà ðåø¸òêè, çàôèêñèðîâàííûå ÷åðåç ïîëìîäóëÿ ïîâîðîòà. Ìåòðè÷åñêèå

îñîáåííîñòè òðåóãîëüíèêà î÷åâèäíû. Íà ðèñ.14 ïðåäñòàâëåíû ïîëíûå

èçîáðàæåíèÿ ðåø¸òêè â äâóõ ýêñòðåìàëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ. Â îäíîì èç íèõ

ýëåìåíòàðíûé òðåóãîëüíèê ïðèîáðåòàåò ðàçìåðû 3 , 3 , 2 . Â äðóãîì, êîãäà

ðåø¸òêà ñòàíîâèòñÿ êâàäðàòíîé, òðåóãîëüíèê ïåðåõîäèò â ïðÿìîóãîëüíûé

ðàâíîáåäðåííûé. Ýòè äâà ñîñòîÿíèÿ çàäàþò äèàïàçîí äåôîðìàöèè òðåóãîëüíèêà

è ðåø¸òêè âöåëîì.

Êàê âèäèì, ïðåîáðàçîâàíèå ðåø¸òêè ìåòîäîì ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïîâîðîòà

õàðàêòåðèçóåòñÿ ïåðèîäè÷íîñòüþ. Ïîëíûì ïåðèîäîì (öèêëîì) ñëåäóåò ñ÷èòàòü

äâà ìîäóëÿ ïîâîðîòà. Âîîáùå-òî, ñîñòîÿíèå ðåø¸òêè ïîâòîðÿåòñÿ ÷åðåç îäèí

ìîäóëü, îäíàêî òàêèå äâà ñîñòîÿíèÿ íå ñîâïàäàþò, îíè îêàçûâàþòñÿ â çåðêàëüíîì

ïîëîæåíèè îòíîñèòåëüíî îñåé ñèììåòðèè ãèïåðáîë.

Âàæíî êîíñòàòèðîâàòü: ãèïåðáîëè÷åñêèé ïîâîðîò ÿâëÿåòñÿ

ïðåîáðàçîâàíèåì ñèììåòðèè ðåãóëÿðíîé ðåø¸òêè. Çàìåòèì, ýòî ïðåîáðàçîâàíèå
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íå ðàññìàòðèâàåòñÿ â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ñèììåòðèè.

Îáðàòèì âíèìàíèå åù¸ íà òàêèå ìîìåíòû. 1). Â îòëè÷èå îò êðóãîâîãî

ïîâîðîòà, ïðè êîòîðîì óçëû ðåø¸òêè ñîõðàíÿþò æ¸ñòêîå âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå,

â ïðîöåññå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïîâîðîòà âçàèìíîå ïîëîæåíèå óçëîâ èçìåíÿåòñÿ.

2). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîâåðøàëîñü ñèììåòðè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå, ðåø¸òêà

äîëæíà áûòü îïðåäåë¸ííûì îáðàçîì íàëîæåíà íà ãèïåðïëîñêîñòü. Â îáùåì

ñëó÷àå àñèìïòîòû ãèïåðáîë-òðàåêòîðèé óçëîâ ðåø¸òêè, íå äîëæíû ïðîõîäèòü

÷åðåç óçëû ðåøåòêè çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè 0 – íà÷àëà êîîðäèíàò. Ðèñ. 15 (ñðàâíè

ñ ðèñ. 14) èëëþñòðèðóåò ýôôåêò òàêîãî ,,íåôèëëîòàêñèñíîãî” ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Íå ñòàíåì çàäåðæèâàòü âíèìàíèå íà ýòîì âîîáùå-òî ïðèíöèïèàëüíîì ìîìåíòå,

êîòîðûé çàñëóæèâàåò îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ. Ïðîäîëæèì èññëåäîâàíèå.

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó íóìåðàöèè ðåø¸òêè íîìåð ëþáîé å¸ òî÷êè â ñèñòåìå

êîîðäèíàò, îñü àáöèññ êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì 00' (ðèñ. 6, 10),

Ðèñ 13. Õàðàêòåðíûå ñîñòîÿíèÿ ýëåìåíòàðíîãî òðåóãîëüíèêà ðåøåòêè.

Ðèñ 14. Äâà ýêñòðåìàëüíûõ ñîñòîÿíèÿ ðåøåòêè.
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÷èñëåííî ðàâåí å¸ îðäèíàòå. Ìû âûâåëè ôîðìóëû äëÿ îïèñàíèÿ êîîðäèíàò

ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû â ñèñòåìå ïîäâèæíûõ êîîðäèíàò x'0y' (ðèñ. 16). Çà

åäèíèöó èçìåðåíèÿ ïðè ëþáîì ïîëîæåíèè êîîðäèíàò ñëóæèò îðäèíàòà

áëèæàéøåé ê 0x' òî÷êè 1. Â ðåçóëüòàòå, äëÿ âåðøèí, ïðèíàäëåæàùèõ ãèïåðáîëå

xy = 1, èìååì:

x'M = 

2

5
 · Gch (m – n),

y'M = 

2

5
 · Gsh (m + n), (5)

ãäå m  ãèïåðáîëè÷åñêèé óãîë X0M, n – ãèïåðáîëè÷åñêèé óãîë X00'. Äëÿ âåðøèí,

ëåæàùèõ íà ãèïåðáîëå xy = – 1, ôîðìóëû êîîðäèíàò ïðèíèìàþò âèä:

Ðèñ 15. Ýôôåêò ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðè êîòîðîì àñèìïòîòû ïðîõîäÿò ÷åðåç óçëû
ðåøåòêè.

Ðèñ 16. Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè â ñèñòåìå ïîäâèæíûõ
    êîîðäèíàò Õ'oy'.
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x'M' = 

2

5
 · Gsh (m – n),

y'M' = 

2

5
 · Gch (m + n). (6)

Òàêèì îáðàçîì, â âèäå ôîðìóë (5) è (6) ïîëó÷èëè ñâîåîáðàçíóþ

èíòåðïðåòàöèþ íîìåðîâ òåõ âåðøèí ðåø¸òêè, êîòîðûå ñêîëüçÿò ïî áëèæàéøèì

ê àñèìïòîòàì ãèïåðáîëàì. Íî èç àíàëèçà ðèñ. 10 âèäíî, ÷òî íîìåðàìè ýòèõ

âåðøèí ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà Ôèáîíà÷èè. Ïðèíÿâ äëÿ óïðîùåíèÿ m + n = k è ó÷èòûâàÿ,

÷òî ïîñëåäîâàòåëüíûå âåðøèíû ðàñïîëàãàþòñÿ íà ñìåæíûõ âåòêàõ ÷åðåç ìîäóëü

ïîâîðîòà, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ñîîòâåòñòâèþ:

F1 = 

2

5
 · Gch 1 = 1, F2 = 

2

5
 · Gsh 2 = 1,

F3 = 

2

5
 · Gch 3 = 2, F4 = 

2

5
 · Gsh 4 = 3,

F5 = 

2

5
 · Gch 5 = 5, F6 = 

2

5
 · Gsh 6 = 8,

F7 = 

2

5
 · Gch 7 = 13, F8 = 

2

5
 · Gsh 8 = 21,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Fk = 

2

5
 · Gch k, Fk + 1 = 

2

5
 · Gsh (k + 1). (7)

Â ñèñòåìå ðåø¸òêè íà ðàçíûõ ãèïåðáîëàõ ðåàëèçóþòñÿ ðàçíûå ðåêóððåíòíûå

ðÿäû ÷èñåë. Åñëè ââåñòè êîýôôèöèåíò ìàñøòàáà ãèïåðáîëû (g), òî ïîëó÷èì

îáîáù¸ííûé âàðèàíò ôîðìóë (7):

uk = g · 
2

5
 · Gch k, uk + 1 = g · 

2

5
 · Gsh (k + 1). (8)

Âîçìîæåí è äðóãîé ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ îáùåãî ÷ëåíà uk ðåêóððåíòíîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

uk = A · Fk + B · Fk + 1. (9)

Çäåñü A è B – ò. í. èñõîäíûå ýëåìåíòû ðÿäà; åñëè ðåêóððåíòíûé ðÿä

ðàññìàòðèâàòü êàê áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íàïðèìåð, …, 12, –7, 5, –

2, 3, 1, 4, 5, 9, 14, … , òî èñõîäíûìè ñ÷èòàþòñÿ äâà ïåðâûõ ÷èñëà çíàêîïîñòîÿííîé

÷àñòè ðÿäà. Â äàííîì ñëó÷àå A = 3, B = 1. Â ñëó÷àå ðÿäà Ôèáîíà÷÷è èìååì A = 1,

B = 0.

Ê òðèãîíîìåòðè÷åêîé ðàñøèôðîâêå ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è ìîæíî ïðèäòè è äðóãèì

ïóò¸ì. Ñóùåñòâóåò îäíî ïðèìå÷àòåëüíîå ïîëîæåíèå îñåé êîîðäèíàò - X'0Y',

êîòîðîå çàäà¸òñÿ íàïðàâëåíèÿìè êâàäðàòíîé ðåø¸òêè (ðèñ. 17). Ãèïåðáîëè÷åñêèé
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óãîë X0X' çäåñü ðàâåí ïîëîâèíå ìîäóëÿ. Åñëè çà åäèíèöó èçìåðåíèÿ ïðèíÿòü

ñòîðîíó êâàäðàòà ÿ÷åéêè, òî êîîðäèíàòàìè X' è Y' óçëîâ ðåø¸òêè áóäóò öåëûå

÷èñëà. Ýòî î÷åâèäíî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû P áóäåì èìåòü:

X'P = a' · 
2

5
 · Gch (m – 

1

2
),

Y'P = a' · 
2

5
 · Gsh (m + 

1

2
).      (10)

Çäåñü a' – ðàäèóñ ãèïåðáîëû (îðáèòû òî÷êè P), ñîâïàäàþùèé ñ îñüþ 0X'.

Åñëè îòñ÷¸ò ãèïåðáîëè÷åñêîãî óãëà âåñòè îòíîñèòåëüíî îñè 0X', òî ôîðìóëû

(10) ïðèìóò âèä:

X'P = a' · 
2

5
 · Gch (Ψ-1),

Y'P = a' · 
2

5
 · Gsh Ψ,         (11)

ãäå  Ψ = m + 
1

2
.

Îòñþäà è ïîñëåäóþò ôîðìóëû (7) è (8), ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòíîìó ñëó÷àþ,

à èìåííî, êîãäà âåðøèíû, ïðèíàäëåæàùèå áëèæàéøåé ê àñèìïòîòàì ãèïåðáîëå,

äëÿ êîòîðîé a' = 1. Äðóãèìè ñëîâàìè: êîîðäèíàòû âåðøèí, ïðèíàäëåæàùèõ

ãèïåðáîëå åäèíè÷íîãî ìàñøòàáà, âûðàæàþòñÿ ÷èñëàìè Ôèáîíà÷÷è.

Ìåæäó öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè X' è Y' ñóùåñòâóåò çàâèñèìîñòü

X'2 + X' · Y' – Y'2 = a'2
.         (12)

Ïî ñóòè, îíà âûðàæàåò óðàâíåíèå ãèïåðáîëû îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò X'0Y'.

Âìåñòå ñ òåì, ïîñêîëüêó ïåðåìåííûå X' è Y' ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèíèìàþò

Ðèñ 17. Àíàëèç ðåøåòêè â ñèñòåìå êîîðäèíàò Õ’OY’.
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çíà÷åíèÿ ñìåæíûõ ÷èñåë îïðåäåë¸ííîãî ðåêóððåíòíîãî ðÿäà, èç óðàâíåíèÿ (12)

âûòåêàåò òàêæå âàæíîå ñâîéñòâî ðåêóððåíòíûõ ðÿäîâ, êîòîðîå ñ ó÷¸òîì

ñïåöèôèêè ôîðìóë (10) è (11) çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|uk
2 + uk  uk + 1  u

2
k + 1| = const.         (13)

ßñíî, ÷òî âñÿêîìó ðÿäó ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ êîíñòàíòà.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì íîâîå ìàòåìàòè÷åñêîå òîëêîâàíèå ÷èñëîâûõ ñâîéñòâ

äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè ôèëëîòàêñèñà. Êàê âèäèì, ïîêàçàòåëè ñèììåòðèè â

ôèëëîòàêñèñå – ýòî öåëî÷èñëåííûå âûðàæåíèÿ çîëîòûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ

ôóíêöèé, à äèíàìèêà ýòèõ ïîêàçàòåëåé ïðåäîïðåäåëåíà çàêîíîìåðíîñòüþ

öåëî÷èñëåííîãî âîçðàñòàíèÿ çîëîòûõ ôóíêöèé. Ïðè ýòîì ôîðìóëà (13) âûðàæàåò

÷èñëîâóþ êîíñòàíòó äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ F-ôèëëîòàêñèñà

ýòà êîíñòàíòà ðàâíà 1:

|Fk
2 + Fk  Fk + 1  F

2
k + 1| = 1.

Ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ðàñøèôðîâêó ïîëó÷àåò ÿâëåíèå

äèâåðãåíöèè. Êàê îòìå÷àëîñü âíà÷àëå, âåëè÷èíà óãëà äèâåðãåíöèè â ñëó÷àå F-

ôèëëîòàêñèñà ÷èñëåííî ñîâïàäàåò ñ ïîðÿäêîì ñèììåòðèè ôîðìû, ò. å. óãîë

äèâåðãåíöèè ìåíÿåòñÿ âìåñòå ñ èçìåíåíèåì ñèììåòðèè. Ðàññìîòðèì ðèñ. 18.

Ïðîàíàëèçèðóåì õàðàêòåð äåôîðìàöèè ýëåìåíòàðíîãî ïàðàëëåëîãðàììà 011’0'

ïëîñêîé ðåø¸òêè. Çäåñü âàæíû äâå îñîáåííîñòè. Âî-ïåðâûõ, â ïðîöåññå

ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà: 0P · 00' = const; âî-

âòîðûõ, äåôîðìàöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ ïàðàëëåëüíûì ñäâèãîì îñíîâàíèé 00' è 11'.

Íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ýëåìåíòàðíûé ïàðàëëåëîãðàìì ïðåâðàùàåòñÿ â

ò. í. ýëåìåíòàðíûé ïîÿñ, è ïîýòîìó ÿñíî, ÷òî â õîäå ïðåîáðàçîâàíèÿ òàêîé

ýëåìåíòàðíûé ïîÿñ áóäåò êîíöåíòðè÷åñêè ðàñøèðÿòüñÿ è óìåíüøàòüñÿ ïî âûñîòå

(ñîõðàíÿÿ ïëîùàäü íåèçìåííîé) è îäíîâðåìåííî áóäåò ïðîèñõîäèòü

îòíîñèòåëüíîå óãëîâîå ñìåùåíèå åãî îñíîâàíèé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

ïàðàëëåëüíîìó ñäâèãó íà ðàçâ¸ðòêå. Ïîäîáíîå óãëîâîå ñìåùåíèå ïðîèçîéä¸ò â

êàæäîì ýëåìåíòàðíîì ïîÿñå, è ýòî îáóñëîâèò ýôôåêò êðó÷åíèÿ íà ïîâåðõíîñòè

öèëèíäðà âöåëîì.

Ôîðìóëà èçìåíåíèÿ óãëà äèâåðãåíöèè âûâîäèòñÿ èç îòíîøåíèÿ 
0

00

P

'
, êîòîðîå

îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì:

0

00

P

'
 = 

Φ Φ

Φ Φ

2 1 2 1

2 2

n n

n n

− − +

−

−

+
 = 

Gsh n

Gch n

( )2 1

2

−

.

Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèé èìååì:

D = .         (14)

Ïðè÷¸ì
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lim
n→∞

1 5 2

2

− ⋅Gth n
 = 

1 5

2

−

 = – Φ 
–

 1
.        (15)

Êàê âèäèì, ïðåäåë óãëà ñîîòâåòñòâóåò èçâåñòíîé âåëè÷èíå ò. í. èäåàëüíîãî

óãëà F-ôèëëîòàêñèñà. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî â ðàçëè÷íûõ ,,íåôèáîíà÷÷èåâûõ”

ñëó÷àÿõ ïðåäåë óãëà äèâåðãåíöèè èìååò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ, íî åãî èçìåíåíèå

âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïðîèñõîäèò ïî çàêîíó ãèïåðáîëè÷åñêîãî òàíãåíñà.

Ïî õîäó àíàëèçà ðèñ. 18 çàîäíî ïîëó÷èëè ïðåäñòàâëåíèå î õàðàêòåðå

òðàíñôîðìàöèè ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà â ïðîöåññå ñèììåòðè÷åñêîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé ðåø¸òêè. Ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî â

ïðîöåññå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ðåàëèçóþòñÿ òðè âçàèìîñâÿçàííûå äâèæåíèÿ:

êîíöåíòðè÷åñêîå ðàñøèðåíèå öèëèíäðà îò åãî îñè, ñæàòèå âäîëü îñè è êðó÷åíèå.

Êîíêðåòèçèðóåì ãåîìåòðè÷åñêóþ çàêîíîìåðíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ

ïîïåðå÷íîé îêðóæíîñòè öèëèíäðà. Ðàäèóñ r = 00' îêðóæíîñòè óâåëè÷èâàåòñÿ ïî

çàêîíó ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîñèíóñà:

Î÷åâèäíî, ëþáàÿ òî÷êà îêðóæíîñòè ìîæåò áûòü îäíîâðåìåííî ïðåäñòàâëåíà

è êàê êîíåö ïîäâèæíîãî ðàäèóñà ãèïåðáîëû, è êàê êîíåö ïîäâèæíîãî ðàäèóñà

îêðóæíîñòè. Ýòà îñîáåííîñòü àíàëèòè÷åñêè âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

X’ = X (Gch n · cos α ± Gsh n · sin α) + Y (Gsh n · cos α + Gch n · sin α),

Y’ = X ( – Gsh n · sin α + Gsh n · cos α) + Y (Gch n · cos α m  Gsh n · sin α).     (16)

Ðèñ 18. Àíàëèç ãèïåðáîëè÷åñêîé òðàíñôîðìàöèè öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè.
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Ïðè n = 0 èìååì ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò â ðåçóëüòàòå êðóãîâîãî

ïîâîðîòà:

X’ = X · cos α + Y · sin α,

Y’ = – X · sin α + Y · cos α.

Ïðè α = 0 èìååì ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò â ðåçóëüòàòå

ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïîâîðîòà:

X’ = X · Gch n + Y ·Gsh n,

Y’ = X · Gsh n + Y · Gch n.

Ôîðìóëàì (16) ñîîòâåòñòâóåò ñëîæíîå äâèæåíèå òî÷êè, ÿâëÿþùååñÿ

îäíîâðåìåííî äâèæåíèåì ïî êðóãó è ïî ãèïåðáîëå. Òðàåêòîðèåé òàêîãî äâèæåíèÿ

ÿâëÿåòñÿ ñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ ñïèðàëü, êàòîðóþ íàçîâ¸ì êîìïîçèòíîé (ðèñ.

20), ïîñêîëüêó îíà ôàêòè÷åñêè èëëþñòðèðóåò êîìïîçèöèþ äâóõ ïîâîðîòîâ.

Òàêèì îáðàçîì, êîìïîçèòíàÿ ñïèðàëü è ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

ãåîìåòðè÷åñêîãî çàêîíà ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîïåðå÷íîé îêðóæíîñòè öèëèíäðà. Â

íàèáîëåå ëàêîíè÷íîì âèäå îí ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ôîðìóëîé:

ω

ω

h

 = const,         (17)

çàêëþ÷àþùåé â ñåáå ãëàâíóþ îñîáåííîñòü êîìïîçèòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, à

èìåííî, ñîãëàñîâàííîñòü óãëîâûõ ñêîðîñòåé ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïîâîðîòà

(ω h = 
n

t
) è êðóãîâîãî ïîâîðîòà (ω = 

α

t
).

Èòàê, ìû ïðåäñòàâèëè îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ôèëëîòàêñèñà,

Ðèñ 19. Àíàëèç ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîïåðå÷íîé îêðóæíîñòè öèëèíäðà.
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ñîäåðæàùèå ìàòåìàòè÷åñêóþ ðàñøèôðîâêó äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè ýòîãî

ÿâëåíèÿ è ïîçâîëÿþùèå ñäåëàòü îáîáùåíèå íà ðàçëè÷íûå âàðèàíòû

èíòåðïðåòàöèè ïîíÿòèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè, â ÷àñòíîñòè, â àðõèòåêòóðå.

Îäíàêî, ñ öåëüþ ïîëíîòû ïðåäñòàâëåíèé î ìàòåìàòèêå ôèëëîòàêñèñà êðàòêî

çàäåðæèìñÿ åù¸ íà íåêîòîðûõ âàæíûõ ïðîäîëæåíèÿõ äàííîãî èññëåäîâàíèÿ.

Ïîä÷åðêí¸ì, îíî êàñàëîñü öèëèíäðè÷åñêîãî ôèëëîòàêñèñà. Ìåæäó òåì, ýòî

ëèøü ïðåäâàðèòåëüíàÿ ñòàäèÿ òåîðåòè÷åñêîé èäåàëèçàöèè ôèëëîòàêñèñà. Áîëåå

àäåêâàòíûì îáîáùåíèåì ôèëëîòàêñèñíîé ôîðìû ñ÷èòàåòñÿ êîíóñ. Öèëèíäð, à

òàêæå äèñê ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè êîíóñà, äåòåðìèíèðîâàííûå

êðàéíèìè çíà÷åíèÿìè – 0 è 
π

2
 – óãëà íàêëîíà îáðàçóþùåé êîíóñà ê åãî îñè.

Íàïîìíèì ñóòü ñóùåñòâóþùèõ ïðåäñòàâëåíèé î ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ

êîíè÷åñêèõ ôèëëîòàêñèñíûõ ðåø¸òîê è äèíàìè÷åñêîì ìåõàíèçìå èõ

ôîðìîîáðàçîâàíèÿ. Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî ñòðóêòóðà êîíè÷åñêèõ ôèëëîòàêñèñíûõ

ðåø¸òîê (ðàñïîëîæåíèå âåðøèí) ïîä÷èíåíî çàêîíó ëîãàðèôìè÷åñêîé ñïèðàëè .

Ñîãëàñíî ýòîìó, ëîãàðèôìè÷åñêèìè ñïèðàëÿìè ÿâëÿþòñÿ è ïàðàñòèõè,

îáðàçóþùèå ðåø¸òêó íà êîíè÷åñêèõ è äèñêîïîäîáíûõ ôîðìàõ, è ò. í. áàçîâàÿ

(èëè ãåíåòè÷åñêàÿ) ñïèðàëü, êîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîíèçûâàåò âñå âåðøèíû

ðåø¸òêè. Òàêèå ðåø¸òêè áóäåì íàçûâàòü ëîãàðèôìè÷åñêèìè.

Ñòðóêòóðíî-ñèììåòðè÷åñêèé õàðàêòåð ðåø¸òêè ëîãàðèôìè÷åñêîé

îáóñëîâëèâàþò äâà ïîêàçàòåëÿ:  që – êîýôôèöèåíò ëîêàëüíîãî ïîäîáèÿ, êîòîðûé

Ðèñ 20. Êîìïîçèòíàÿ ñïèðàëü, äëÿ êîòîðîé .
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îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ që = 

ρ

ρ

k

k + 1

, ãäå ρ k è ρ k + 1 – ðàññòîÿíèå äâóõ

ïîñëåäîâàòåëüíûõ çà÷àòêîâ äî âåðøèíû êîíóñà è D – óãîë äèâåðãåíöèè. Ïðè

ýòîì ñóùåñòâóåò çàâèñèìîñòü:

që = q D
,         (18)

ãäå q – êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ áàçîâîé ñïèðàëè.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì àëãîðèòì ôîðìîîáðàçîâàíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ

ðåø¸òîê ñâîäèòñÿ ê çàäàíèþ òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ çà÷àòêîâ, ò. å. áàçîâîé

ëîãàðèôìè÷åñêîé ñïèðàëè, è ò. í. âîçðàñòíîãî èíòåðâàëà çà÷àòêîâ ∆t, ëèáî

æå èíòåíñèâíîñòè èõ ðåïðîäóêöèè N (èìååòñÿ â âèäó, ÷òî N = 
1

∆t
).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ïðèðîäå òàêîé ïðîöåññ îáóñëîâëèâàåòñÿ çà ñ÷¸ò

ðàâíîìåðíîãî âî âðåìåíè ðîñòà çà÷àòêîâ, è òàêèì îáðàçîì äåòåðìèíèðóþùèìè

óñëîâèÿìè ïðîöåññà îáðàçîâàíèÿ ðåø¸òêè îêàçûâàþòñÿ: âî-ïåðâûõ,

íåèçìåííîñòü êîýôôèöèåíòà ëîêàëüíîãî ïîäîáèÿ (që = 

ρ

ρ

k

k + 1

 = const), à âî-âòîðûõ,

ïîñòîÿíñòâî ñêîðîñòè êðóãîâîãî äâèæåíèÿ çà÷àòêîâ ω ç:

ω ç = 
D

t∆
 = const. ω ç = 

D

t∆

Òàêîâà, â ñóùíîñòè, êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü ôèëëîòàêñèñíîãî

ôîðìîîáðàçîâàíèÿ.

Èç ïîëó÷åííûõ íàìè ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ öèëèíäðè÷åñêîãî

ôèëëîòàêñèñà ñëåäóåò ïðèíöèïèàëüíî èíàÿ èäåÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîíè÷åñêèõ

ðåø¸òîê. Îíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îñíîâîïîëàãàþùåé çàêîíîìåðíîñòüþ

Ðèñ 21. Àíàëèç îáùåãî ñëó÷àÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ðåøåòêè.
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ñòðóêòóðíîé îðãàíèçàöèè êîíè÷åñêîãî ôèëëîòàêñèñà ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèòíàÿ (à

íå ëîãàðèôìè÷åñêàÿ) ñïèðàëü. Ïàðàñòèõè íà ñàìîì äåëå ÿâëÿþòñÿ êîìïîçèòíûìè

ñïèðàëÿìè. Òàêîâîé æå ÿâëÿåòñÿ è ãåíåòè÷åñêàÿ ñïèðàëü. Ïî çàêîíó êîìïîçèòíîé

ñïèðàëè ïðîèñõîäèò òàêæå ïðåîáðàçîâàíèå ïîïåðå÷íîé îêðóæíîñòè êîíóñà.

Ðåø¸òêè, ñôîðìèðîâàííûå ïî ïðèíöèïó êîìïîçèòíîé ñïèðàëè, íàçûâàåì

íàòóðàëüíûìè (ðèñ. 22). Íà âèä îíè î÷åíü ñõîäíû ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè, íî â

ïðèíöèïå ñ íèìè íåñîâìåñòèìû. Ïðè÷èíû è õàðàêòåð èõ íåñîâïàäåíèÿ îáúÿñíÿåò

ñðàâíèòåëüíûé ðèñóíîê ëîãàðèôìè÷åñêîé è êîìïîçèòíîé ñïèðàëåé (ðèñ. 23).

Êàê âèäèì, ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ñïèðàëü ÿâëÿåòñÿ ñâîåîáðàçíîé àñèìïòîòîé äëÿ

êîìïîçèòíîé. Ðàçëè÷èåì ìàòåìàòè÷åñêîé ïðèðîäû ýòèõ äâóõ êðèâûõ îáóñëîâëåíî

Ðèñ 23. Ñðàâíèòåëüíûé ðèñóíîê ëîãàðèôìè÷åñêîé è êîìïîçèòíîé ñïèðàëè.

Ðèñ 22. Ïðèìåð íàòóðàëüíîé ðåøåòêè ñ ñèìåòðèåé 8:13.
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è ðàçëè÷èå ñâîéñòâ ëîãàðèôìè÷åñêîé è íàòóðàëüíîé ðåø¸òîê. Íàòóðàëüíàÿ

ðåø¸òêà õàðàêòåðèçóåòñÿ íà÷àëüíûì ìàñøòàáîì, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ïî

íàèìåíüøåìó ðàäèóñó ãåíåòè÷åñêîé ñïèðàëè. Î÷åâèäíî, ïî îòíîøåíèþ ê

ëîãàðèôìè÷åñêîé ðåø¸òêå ïîíÿòèå íà÷àëüíîãî ìàñøòàáà íå èìååò ñìûñëà.

Ïðèíöèïèàëüíûì äëÿ íàòóðàëüíûõ ðåø¸òîê ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïîêàçàòåëè që
è D â èõ ñòðóêòóðå íå ñîáëþäàþòñÿ â èäåàëå. Îíè ëèøü ïðèáëèæàþòñÿ ê

íîìèíàëüíûì çíà÷åíèÿì ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò öåíòðà. Â çîíå öåíòðà îòêëîíåíèÿ

îò ëîãàðèôìè÷åñêîé çàêîíîìåðíîñòè äîâîëüíî î÷åâèäíû. Â ñóùíîñòè, ðå÷ü èä¸ò

î íàðóøåíèè ïîäîáèÿ. Ìû ìîæåì óêàçàòü çàêîíîìåðíîñòü îòêëîíåíèÿ. Íàïðèìåð,

äëÿ që ýòà çàêîíîìåðíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ èçìåíåíèåì ñîîòíîøåíèÿ 

ρ

ρ

k

k − 1

 =

2 2

2 2

Gch n

Gch n( )− ∆
, ãäå ∆ – ðàçíèöà óãëîâûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ êîîðäèíàò äâóõ

ïîñëåäîâàòåëüíûõ âåðøèí, ïðèíàäëåæàùèõ îñíîâàíèÿì ïðîèçâîëüíîãî

ïàðàëëåëüíîãî ïîÿñà.

Åù¸ ðàç îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðîöåññ ôîðìîîáðàçîâàíèÿ íàòóðàëüíîé

ðåø¸òêè ðåãëàìåíòèðîâàí óñëîâèåì 
ω

ω
h

 = const. Ïàðàìåòðàìè ïðîöåññà çäåñü

âûñòóïàþò ñêîðîñòè ω, ω h è âîçðàñòíîé èíòåðâàë ∆t çà÷àòêîâ, èëè æå ïîêàçàòåëü

èíòåíñèâíîñòè èõ ðåïðîäóêöèè N = 
1

∆t
. Â êàæäîì îòäåëüíîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ

ω, ω h è ∆t ïîñòîÿííû; èç íèõ, êàê ñëåäñòâèå, âûòåêàþò íîìèíàëüíûå

õàðàêòåðèñòèêè që è ∆α = D, îïðåäåëÿþùèå ñèììåòðèþ âîñïðîèçâîäèìîé

ðåø¸òêè. Òàê, ∆α = ω · ∆t, à që = Φ 
∆

n
, ãäå ∆n = ω h · ∆t – óãëîâîé ãèïåðáîëè÷åñêèé

èíòåðâàë ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè çà÷àòêàìè.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ðèñ. 24. Íà í¸ì ïðåäñòàâëåí ,,âèä ñâåðõó” è ,,âèä ñáîêó”

íàòóðàëüíîé êîíè÷åñêîé ðåø¸òêè ñ ñèììåòðèåé 1 : 1. Â äàííîì ñëó÷àå ∆α = π ,

∆n = 1. Íàéä¸ì ïðåäåë îòíîøåíèÿ 

ρ

ρ

k

k − 1

:

që = lim
n→∞

ρ

ρ

k

k − 1

 = lim
n→∞

2 2

2 2 1

Gch n

Gch n( )−

 = Φ.

Âîò êîíêðåòíûå äàííûå äëÿ íåñêîëüêèõ íà÷àëüíûõ òî÷åê:
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        Ìû èçáðàëè ïðîñòåéøèé ïðèìåð, êîòîðûé ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ïðèðîäå –

íà ïîáåãàõ äåðåâüåâ è ðàñòåíèé. Îí îáúÿñíÿåò ìàòåìàòè÷åñêèå ïðè÷èíû

ïðîèñõîæäåíèÿ çîëîòîé ïðîïîðöèè â ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèÿõ ñòðóêòóðû

ïîáåãîâ, â ÷àñòíîñòè, òî, ÷òî ïðîïîðöèÿ, îáíàðóæèâàåìàÿ ïðè íàòóðíûõ

èçìåðåíèÿõ ïîáåãîâ, íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèåì ê çîëîòîìó

ñå÷åíèþ. Â àáñîëþòíîì çíà÷åíèè çîëîòîå ñå÷åíèå çäåñü ðåàëèçîâàòüñÿ íå

ìîæåò.

È åù¸ íåñêîëüêî ñëîâ ê âîïðîñó î ïðåîáðàçîâàíèè ñèììåòðèè íàòóðàëüíûõ

ðåø¸òîê. Ìû íå ïðèâîäèì çäåñü åãî ïîäðîáíîãî îïèñàíèÿ. Ïîä÷åðêí¸ì ëèøü,

÷òî â îñíîâå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ëåæèò êîìïîçèòíîå äâèæåíèå – êîìïîçèòíûé

ïîâîðîò, – ñî÷åòàþùåå â ñåáå ãèïåðáîëè÷åñêèé è êðóãîâîé ïîâîðîòû. Ýòîìó

âîïðîñó ïîñâÿòèì îòäåëüíóþ ñòàòüþ.

Â çàêëþ÷åíèå ñäåëàåì îáåùàííûå îáîáùåíèÿ. Ïðèâëå÷¸ì ê ñðàâíèòåëüíîìó

ðàññìîòðåíèþ, êðîìå âàðèàíòà Õýìáèäæà, åù¸ îäèí õîðîøî èçâåñòíûé â

àðõèòåêòóðå òåîðåòè÷åñêèé ðåçóëüòàò – Ìîäóëîð ôðàíöóçñêîãî àðõèòåêòîðà Ëå

Êîðáþçüå.

Íà ðèñ. 25 ñëåâà èçîáðàæåíà ñõåìà, ïðåäëîæåííàÿ àâòîðîì Ìîäóëîðà äëÿ

èëëþñòðàöèè áåñêîíå÷íîãî äåëåíèÿ îòðåçêà â çîëîòîé ïðîïîðöèè. Ëå Êîðáþçüå

Ðèñ 24. Cõåìà, îáüÿñíÿþùàÿ ïðîèñõîæäåíèå Çîëîòîãî ñå÷åíèÿ â ñòðóêòóðå ïîáåãîâ.
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ñâÿçûâàåò òàêîå äåëåíèå ñ ïðîïîðöèÿìè ÷åëîâå÷åñêîé ôèãóðû. Ñïðàâà íà ðèñóíêå

– ò. í. êðàñíàÿ è ñèíÿÿ øêàëû, íà êîòîðûõ èððàöèîíàëüíûå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ,

ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ñõåìû áåñêîíå÷íîãî äåëåíèÿ, ïðåäñòàâëåíû â

çàîêðóãëåííîì, öåëî÷èñëåííîì âèäå. ßñíî ñëåäóþùåå: èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà

ÿâëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè çîëîòîé ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè. Öåëî÷èñëåííûå ðÿäû,

íà êîòîðûå Ëå Êîðáþçüå ïåðåíîñèò àääèòèâíûå ñâîéñòâà çîëîòîãî ðÿäà, ñ

îïðåäåë¸ííîé ñòåïåíüþ óñëîâíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü ðåêóððåíòíûìè. Ôîðìóëû

÷èñåë êðàñíîé è ñèíåé øêàë Ëå Êîðáþçüå ïðåäñòàâëÿåò òàê:

a n = k   Φ n
, b n = 2k   Φ  n

,

ãäå n – ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî; k – ðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò, ðàâíûé 1,13 ì.

Îí òàêæå ïðèíèìàåò, ÷òî:

a n 
–

 2 + a n 
–

 1 = a n,

b n 
–

 2 + b n 
–

 1 = b n.

Åñòåñòâåííî, â ðåçóëüòàòå îêðóãëåíèÿ íà íåêîòîðûõ ó÷àñòêàõ öåëî÷èñëåííûõ

ðÿäîâ âîçíèêàþò íàðóøåíèÿ àääèòèâíîñòè: çîëîòîé ðÿä è åãî öåëî÷èñëåííûå

çàîêðóãëåíèÿ â èäåàëå ñîâïàäàòü íå ìîãóò, òàê êàê îíè âûðàæàþò ðàçíûå

ìàòåìàòè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè.

Íî ìû ìîæåì ïîêàçàòü, êàê ñîãëàñîâàòü íåóâÿçêó. Èððàöèîíàëüíóþ è

öåëî÷èñëåííóþ øêàëû Ìîäóëîðà íóæíî îïðåäåë¸ííûì îáðàçîì ïðèâÿçàòü ê îñÿì

ãèïåðáîëè÷åêèõ êîîðäèíàò (ðèñ. 26). Ðÿä èððàöèîíàëüíûõ îòíîøåíèé ïîëó÷àåò

îòîáðàæåíèå íà îñè 0y. Öåëî÷èñëåííûå ðÿäû ñîçäàþòñÿ èç êîîðäèíàò Y’ òîé æå

Ðèñ 25. à - ñõåìà íåïðåðûâíîãî äåëåíèÿ îòðåçêà â çîëîòîé ïðîïîðöèè.
   á - öåëî÷èñåëüíûå øêàëû, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå îêðóãëåíèÿ çíà÷åíèé
   èððàöèîíàëüíîé øêàëû.
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Ðèñ 26. Ïðèâÿçêà øêàë Ìîäóëîðà ê îñÿì ãèïåðáîëè÷åñêèõ êîîðäèíàò.

ñåðèè òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ íà ñìåæíûõ âåòêàõ ãèïåðáîëû ÷åðåç îäèí ìîäóëü

ïîâîðîòà.

Èòàê, ÷òî îáùåãî ìåæäó äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèåé ôèëëîòàêñèñà,

Ìîäóëîðîì è äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèåé Õýìáèäæà? Îòâåò â òîì, ÷òî âî âñåõ

ñëó÷àÿõ èìååì äåëî ñ îäíèìè è òåìè æå ìàòåìàòè÷åñêèìè çàêîíîìåðíîñòÿìè, à

èìåííî, çîëîòûìè ãèïåðáîëè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Â ñàìîì äåëå, íà ñõåìå

Õýìáèäæà (ðèñ. 2) îñíîâàíèå ïðîèçâîëüíîãî ïàðàëëåëîãðàììà ìîæíî

èíòåðïðåòèðîâàòü ÷åðåç çîëîòîé ñèíóñ (Gsh x), à äèàãîíàëü – ÷åðåç çîëîòîé

êîñèíóñ (Gch x). Òîãäà ïîëó÷àåì ôîðìóëó èíâàðèàíòà äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè

Ä. Õýìáèäæà:

Gch2 x – Gsh2 x = 1.

Íå ìåíåå èíòåðåñíà âîçìîæíîñòü èíòåðïðåòàöèè ÷èñëîâûõ çàêîíîìåðíîñòåé

Ìîäóëîðà. ×èñëîâûå ðÿäû êðàñíîé è ñèíåé øêàë ñ÷èòàåì ðåêóððåíòíûìè

(ïðåíåáðåãàåì ,,ìåëêèìè” íåòî÷íîñòÿìè); çíà÷èò, ê íèì ïðèìåíèìà ôîðìóëà

êîíñòàíòû (èíâàðèàíòà) äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè ôèëëîòàêñèñà:

|un
2 + un  un – 1 – u2

 n – 1| = const.

Îïðåäåëèì çíà÷åíèå èíâàðèàíòà äëÿ êðàñíîé øêàëû. Áåð¸ì ëþáóþ ïàðó

ñîñåäíèõ ÷èñåë, íàïðèìåð, 6 è 9. Ïîëó÷èì |62 + 6 · 9 – 92
| = 9. Òåïåðü îïðåäåëèì

èíâàðèàíò äëÿ ñèíåé øêàëû. Âîçüì¸ì ÷èñëà 18 è 30: |182 + 18 · 30 – 302
| = 6.

Íàïîìíèì, çà èñïîëüçîâàííîé â äàííîì ñëó÷àå ôîðìóëîé ñêðûâàåòñÿ

îáíàðóæåííàÿ íàìè õàðàêòåðíàÿ çàâèñèìîñòü (12) - â ñóùíîñòè, èíâàðèàíò

çîëîòîé ãèïåðáîëè÷åñêîé òðèãîíîìåòðèè.

×èñëà êðàñíîé è ñèíåé øêàë ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ãèïåðáîëè÷åñêèå

êîîðäèíàòû X’ è Y’ âåðøèí êâàäðàòíîé ðåø¸òêè (ñì. ðèñ. 17), ïðèíàäëåæàùèå
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äâóì îïðåäåë¸ííûì ãèïåðáîëàì. Äëÿ îäíîé èç íèõ a’ = const = 9, äëÿ äðóãîé – a’

= const = 6.

Íàøå îáîáùåíèå áóäåò íåïîëíûì, åñëè íå íàïîìíèì, ÷òî ñâîéñòâà

ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè â ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè òàêæå

õàðàêòåðèçóþòñÿ èíâàðèàíòîì. Òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ ò. í. ïðîñòðàíñòâåííî-

âðåìåííîé èíòåðâàë, çíà÷åíèå êîòîðîãî ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé

èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû ê äðóãîé, è âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé ∆t2 – ∆x2 = const.

Ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäîñíîâîé ýòîãî âûðàæåíèÿ òàêæå îêàçûâàåòñÿ çàâèñèìîñòü

ãèïåðáîëè÷åñêîé òðèãîíîìåòðèè ch2 Ψ – sh2 Ψ = const.

Èòàê, èìååì îñíîâàíèå äëÿ çàêëþ÷èòåëüíûõ âûâîäîâ.

1. Âûøåïðåäñòàâëåííûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè èññëåäîâàíèÿìè ôèëëîòàêñèñà

óñòàíîâëåí ôàêò ðåàëèçàöèè â ýòîì ÿâëåíèè çàêîíîìåðíîñòåé íååâêëèäîâîé,

òî÷íåå, ïñåâäîåâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, èçâåñòíîé êàê ãåîìåòðèÿ Ìèíêîâñêîãî.

Äî ñèõ ïîð îáëàñòüþ ðåàëèçàöèè ýòîé ãåîìåòðèè ñ÷èòàëàñü òîëüêî ôèçèêà. Íî

åù¸ Â. È. Âåðíàäñêèé âûñêàçûâàë ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî çàêîíû ïðèðîäíîãî

ôîðìîîáðàçîâàíèÿ îñíîâûâàþòñÿ íà íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè [6]. Ïîýòîìó

ïîëó÷åííûé íàìè ðåçóëüòàò ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êîíêðåòèçàöèÿ

ïðåäïîëîæåíèé Â. È. Âåðíàäñêîãî.

2. Ãåîìåòðèÿ ôèëëîòàêñèñà è å¸ òðèãîíîìåòðè÷åñêèé àïïàðàò îòðàæàþò

ñïåöèôèêó ìàòåìàòèêè æèâîé ïðèðîäû. Ýòî ðàçíîâèäíîñòü ìàòåìàòèêè, â íåé

ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü èãðàåò çîëîòîå ñå÷åíèå.

3. Ïðèíöèï äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè Ä. Õýìáèäæà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ

ñèñòåìà Ìîäóëîðà Ëå Êîðáþçüå, äèíàìè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ ôèëëîòàêñèñà, à òàêæå

ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé èíâàðèàíò ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè

èìåþò îáùåå ìàòåìàòè÷åñêîå îñíîâàíèå â âèäå çàêîíîìåðíîñòåé ãåîìåòðèè

Ìèíêîâñêîãî. Ïîýòîìó åñòü îñíîâàíèå ãîâîðèòü î íèõ êàê îá îáùèõ

çàêîíîìåðíîñòÿõ ïðèðîäû è èñêóññòâà.
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