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Введение 

                                                          
      Методы теории линейных электрических цепей (ТЛЭЦ) нашли широкое 
применение во многих инженерных расчетах и, особенно, при 
математическом моделировании систем, состоящих из множества 
однородных электрических, механических, тепловых, гидравлических и 
других элементов, так как только  эквивалентные схемы теории цепей 
позволяют рассматривать взаимодействие частей сложных систем единым 
методом [1]. Этим объясняется и все увеличивающееся использование 
методов ТЛЭЦ при моделировании сложных систем, в которых 
распределенные параметры, заменяются дискретными  электрическими 
цепями. 
      Для решения конкретных задач ТЛЭЦ располагает несколькими методами. 
Некоторые из этих методов  имеют универсальный  характер и могут быть 
применены к решению  любой конкретной задачи анализа. Другие  же 
пригодны лишь в некоторых частных случаях, но зато позволяют получить 
искомые решения наиболее быстрым путем. К универсальным методам 
анализа относятся  методы контурных токов и   узловых напряжений. Из числа 
частных методов ТЛЭЦ особое значение имеет новый метод, названный 
автором методом лестничных чисел [5]. В  основу метода лестничных чисел 
положены золотое  сечение Ф = 1.618, рекуррентные последовательности 
чисел Фибоначчи Fn  и Люка Ln  , Фибоначчи-Семенюты FSn , Люка-Семенюты LSn , 
мультирекуррентные последовательности чисел и др.   
     Целью настоящей статьи является обобщение работ автора по анализу 
однородных электрических цепей   методом лестничных чисел. 
Предложенный метод значительно сокращает трудоемкость и время  на 
расчеты  лестничных цепей по сравнению с  универсальными методами 
(законы Ома и Кирхгофа, контурные уравнения токов и узловых напряжений и 
др.). Кроме того, он позволяет по-новому подойти к теории 
четырехполюсников, ТЛЭЦ и послужить толчком к решению некоторых 
теоретических и практических проблем  электрических цепей. 
 

1 Рекуррентные  последовательности – 
основа метода анализа лестничных цепей 

 
     Золотое сечение. Классическое золотое  сечение – это закон 
пропорциональной связи  целого и составляющих это целое. Геометрическая 
модель золотой пропорции – деление отрезка, когда целое     а + b так 
относится к большей своей части а, как большая часть – к меньшей b,            



т. е. (a + b)/a = a/b = Ф = 1,618 … Такая задача имеет решение также в виде 
корней квадратного уравнения  
                                          
                                           х2  –  х  – 1 = 0.                                                          (1) 
     Численные значения  корней уравнения (1) равны соответственно 
прямому х1  и обратному х2  золотому сечению: 
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     В соответствии с теоремой французского математика Ж. Виета (1540–1603) 
сумма корней уравнения (1)  равна коэффициенту при х, взятому с обратным 
знаком, а произведение  – свободному члену 
   
                                x1 + x2 = Ф – 1/Ф = 1,            х1 х2 = Ф(–1/Ф) = –1.  
     Отметим также, что разность  корней уравнения (1) 
 
                                          x1 – x2   = Ф – (–1/Ф)  = 5.  
      Корни уравнения (1) связаны  с гиперболическими функциями [1]: 
 
                             x1 – x2  = 2сh γ  = 5 ,      γ  = 0,481, 

                                      x1 + x2  = 2sh γ  = 5 ,      γ = 0,962.             
     Последовательности и числа Фибоначчи.  Рекуррентная последователь- 
ность Фибоначчи: 
 
                           F1   F2   F3   F4   F5   F6   F7      F8    F9    F10   …,     
                           1    1     2     3     5     8   13     21   34   55    …,                        (2)     
каждый последующий  член в которой  равен сумме двух предыдущих  
 
                                              Fn = Fn–1 + Fn–2 ,                                                      (3) 
при условии, что F1 = F2 = 1, n > 2.  
      В некоторых случаях последовательности Фибоначчи начинаются с чисел 
F0 = 0 и F1 = 1, а также F1 =1 и  F2 = 2. Тогда последовательности Фибоначчи 
принимают соответственно вид:  
 
                           F0   F1   F2   F3   F4   F5   F6   F7      F8    F9  …,     
                           0    1     2     3     5     8   13     21   34   55  …,                            (4)                      
                                                                                                       
                                 F1   F2   F3   F4   F5   F6   F7      F8    F9  …,     
                                 1     2     3     5     8   13     21   34   55  …                            (5) 
     



 Последовательность и числа Люка. Рекуррентная последовательность 
Люка 
 
             L1   L2   L3   L4   L5   L6   L7      L8    L9     L10    L11  . . .  , 
             1    3     4     7    11  18   29    47    76   123  199 …,                                (6) 
каждый последующий  член в которой  равен сумме двух предыдущих членов 
 
                                      Ln = Ln–1 + Ln–2 ,                                                                (7) 
при условии, что L1 = 1  и  L2 = 3,  n > 2. 
     Числа Фибоначчи и Люка связаны    следующим соотношением: 
 
                                               Ln = Fn–1 + Fn+1.                                                             
     В некоторых случаях последовательности Люка начинаются с чисел L0 = 2  
и  L1 = 1, тогда 
 
                      L0   L1   L2   L3   L4   L5    L6   L7      L8    L9      L10    L11  . . .  , 
                       2     1    3     4     7    11  18   29    47    76   123  199 … .               (8)       
      
Обобщенная последовательность и числа. В основу обобщенных  
последовательностей чисел положено   соотношение  
 

                              Gn = Gn–1 + Gn–2,                                                                (9) 
где G1 и G2. могут принимать любые значения.   
     Если обозначить    G1 = р   и     G2 = q, то обобщенная рекуррентная 
последовательность примет следующий вид: 
 
     р,   q,   p + q,    p + 2q,  2p + 3q,  3p + 5q,  5p + 8q,  8p + 13q,                      
     Откуда следует  правило образования  последовательности обобщенных чисел  
  

                             Gn = pFn–2  +  qFn–1,      n =  3,  4, 5, …,                          (10) 
 т. е. обобщенная  рекуррентная последовательность  (10) состоит из двух 
последовательностей  типа Фибоначчи. 
                 Последовательность золотых чисел. На  основе золотого сечения 
может быть образована так называемая золотая  последовательность чисел с 
начальными числами G1  = Ф0 = 1   и G2  = Ф1 = 1,618  
   
           …,Ф-4         

Ф
-3     Ф-2       Ф-1      Ф0     Ф1     Ф2      Ф3      Ф4 …,                (11) 

              0,146   0,236  0,382   0,628   1   1,628  2,628  4,236   6,854…             (12) 

     Золотая последовательность (12) является геометрической прогрессией со 
знаменателем Ф, т. е. она обладает мультипликативными свойствами 
(каждый последующий член  равен предыдущему, умноженному на знаменатель 
прогрессии Ф = 1,618). Одновременно в золотой последовательности 
проявляются аддитивные свойства,  т. е. каждый последующий член 
последовательности  равен сумме двух предыдущих членов. 



     Производные последовательности и числа.  В основе производных 
последовательностей лежат числа, связанные с последовательностями 
Фибоначчи и через  цифру 5 в соответствующей степени [2 ]. 
:    –  числа  Фибоначчи-Семенюта: 
             FSn (1) = 5Fn,                                     LSn(1)  = 5Ln , 
             FSn (2) = 5FSn (1) = 25Fn,                 LSn(2)  = 5LSn 12) = 25Ln,             (13) 
             …………………………                   …………………………. 
     –  числа Люка-Семенюта: 
              FSn (1) = 5Fn,                                     LSn(1)  = 5Ln , 
             FSn (2) = 5FSn (1) = 25Fn,                 LSn(2)  = 5LSn (1) = 25Ln      (14) 
……………………                            …………………… 
     Особенностью последовательностей Фибоначчи, Люка и производных чисел 
является то, что отношения их чисел Fn+1/Fn , Ln+1/Ln , FSn+1/FSn и LSn+1/LSn в 
пределе стремятся к золотому сечению Ф = 1,618…, а обратные отношения 
Fn/Fn+1 , Ln/Ln+1 , FSn/FSn+1 и LSn/LSn+1  к 1/Ф = 0,618…  
 
      

2  Решения лестничных последовательностей чисел 
 
     Значения нечетных и четных членов лестничной  последовательности чисел (16) 
связано с гиперболическими функциями и  определяются   с помощью формул ,  
полученных Н. Ф. Семенютой [3, 4]: 
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где   γ = ln p1,   p1 – корень характеристического уравнения    p2 – (2 + k) p + 1 = 0,     
k – параметр цепи. Корни  квадратного уравнения: 
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в  зависимости от значения величины (2 + k) могут быть вещественными, 
мнимыми или равными. Если   (2 + k)2 – 4 > 0, то   корни уравнения  
вещественны и различны. 
     Из  обобщенной формулы (16)  могут быть получены формулы соответ-  
ствующие частным случаям рекуррентных последовательностей. Так, в случае       
k  = 1 лестничная   последовательность  превращается в  рекуррентную последо- 
вательность Фибоначчи . Для k = 1,  р1 = 2,618  и  после преобразования (16) 
получим формулы   для определения нечетных и четных членов 
Фибоначчи с помощью гиперболических функций: 
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,      γ = 0,962            (18)                                
 Аналогично получим  формулы определения нечетных и четных членов 

Люка с помощью гиперболических функций: 
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3 «Золотые» лестничные электрические цепи 

     В основе теории «золотых» лестничных  цепей лежат каноническими -,  
Г-, Т- и П-образные четырехполюсники с двухполюсниками  Z1  и Z2 в 
продольной и поперечной ветвях (рисунок 1) [2]. В общем случае  

двухполюсники  комплексные: 111 jXRZ += , т. е. 222 jXRZ += ,  
представляют комбинации  резисторов R,  индуктивностей L и емкостей C.                                     
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              Рисунок 1 – Структура четырехполюсников: а – - образный;   б – Г–образный; 
                                           в – Т – образный;  г – П – образный 
     Под «золотыми» электрическими цепями будем понимать цепочечно соеди-
ненные   четырехполюсники с сопротивлениями  Z1  =  R1  и Z2 = R2 и 
параметром k  =  R1/R2 = 1. Для анализа возьмем  простейшую лестничную 
электрическую цепь (рисунок 2), состоящую из трех  (n = 3) -образных 
цепочечно соединенных  четырехполюсников с сопротивлениями  R1 = R2 = 1 и 
нагрузкой Rн. 
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                                           Рисунок 2 – Лестничная электрическая цепь (n = 3)  

      
Обратим внимание, что по закону Кирхгофа токи In+1 = In + In–1   в узлах цепи 
соответствуют рекуррентному соотношению чисел Фибоначчи  Fn+1 =  Fn + Fn-1. 



Токи цепи   I1 =  I2 + I3 ,   I3 =  I4 + I5,  I5 = I6.  Откуда   I1 =  I2 + I4 + I6 = F5 + F3  + F1 .  
С учетом того, что сумма  n  чисел Фибоначчи с нечетными индексами равна 
F2n, получаем  I1 = F6. Аналогично для напряжения на входе цепи можно 
записать  U0 = U2 + U4  + U6 = = F5 + F3  + F1.  С учетом того, что сумма  чисел 
Фибоначчи с четными индексами равна F2n+1, получаем U0 = F7.  Если U0 = F7 
и Rн = ∞, то токи (напряжения) в продольных и поперечных ветвях  будут 
соответствовать числам последовательности Фибоначчи:   F 1, F 2, F3, F4, F 5, F 6; 
если U0 = F6 и Rн = 0, то числам – F 1, F 2, F3, F4, F 5. 
      Токи цепи. Приняв R1 = R2, k = R1/R2 = 1, из анализа  можно установить 
следующие выражения токов цепи: 
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     Токи (напряжения) в ветвях цепи при R1 =  R2 = 1 (k = 1)  и изменении 
нагрузки от Rн = 0 (режим короткого замыкания) до Rн = ∞ (режим  холостого 
хода)  приведены  в таблице: 
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Связь токов цепи и лестничеых последовательностей. Из  таблицы 
следует, что токи в ветвях цепи определяются отношениями чисел Фибонач- 
чи Fn и Люка Ln, чисел золотой Фn, обобщенной Gn и производной FSn(1) 
последовательностей. Основными являются последовательности Фибоначчи 
при нагрузках   Rн = 1, при остальных нагрузках  последовательности будут 
производными. Так, последовательности чисел (с учетом только числителей) 
при  различных нагрузках принимают следующие виды: 
 
     Rн  = 2                       F0   F1   F2   F3   F4   F5   F6   F7      F8    F9  … 
     F(0, 1)                       0    1     1     2     3     5   8     13   21     34  …,    
                           + 
                                       F1   F2   F3   F4   F5   F6   F7      F8    F9  …, 
     F(1, 1)                       1     1     2    3     8   13     21   34   55  …                       
                           = 
                                       F1   F2   F3   F4   F5   F6   F7      F8    F9  …, 
      F(1, 2)                      1     2     3     5     8   13     21   34   55  …                       
        –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 

      Rн = 3                          F0   F1   F2   F3   F4   F5   F6   F7      F8    F9  …, 
     F(0, 1)                        0    1    1     2     3     5     8   13     21   34…,    
                            +            
                                        F1   F2   F3   F4   F5   F6   F7      F8    F9  …, 
     F(1, 2)                         1    2    3     5     8   13     21   34   55  …  
                           =                      
                                         L1   L2   L3   L4   L5   L6   L7      L8    L9  …, 
     L(1, 3)                         1     3     4     7    11    18  29   47    76  … 
–––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 

    Rн = 4                                F0   F1   F2   F3   F4   F5   F6   F7      F8    F9  …, 
    F(0, 1)                           0    1     1      2     3     5     8    13    21   34 …,      
                             + 
                                          L1   L2   L3   L4    L5    L6   L7      L8    L9  …, 
    L(1, 3)                           1     3     4     7    11   18   29    47   76  …    
                             =                       
                                          G1   G2   G3  G4   G5   G6   G7      G8    G9  …, 
    G(1,4)                            1     4     5     9    14    23   37    60    97 …     
––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––               

    Rн  = 5                            F0   F1   F2   F3   F4   F5   F6   F7      F8    F9  …, 
    F(0, 1)                            0    1     1     2     3     5     8   13     21   34 …,        
                           =         
                                          G1   G2   G3   G4   G5   G6   G7      G8    G9  …, 
    G(1, 4)                            1     4     5     9     14    23   37   60    97…                        
                           = 
    G(1, 5) =                       G1   G2   G3   G4   G5   G6   G7      G8    G9  …, 
  = F(0, 1) + FS (5)            1     5     6     11    17   28    45   73    118  …   
–––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––                                                                                                 
      Rн  = 6                           F0   F1   F2   F3   F4   F5   F6   F7      F8    F9  …,                   
     F(0, 1)                            0    1     1      2     3     5     8   13     21   34 …,                   
                          + 
     G(1, 5)                           G1   G2   G3   G4   G5   G6   G7      G8    G9  …, 
                                            1     5     6     11    17   28    45   73    118  …    
                          =                
     G(1, 6) =                        G1   G2   G3   G4   G5   G6   G7      G8    G9  …, 
     = F(1, 2) +FS (5)            1    6     7     13    20   33    53   86    139  …                 
   –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––                                                                                



     Таким образом, нагрузка цепи определяет характер  рекуррентной 
последовательности, которая формируется двумя последовательностями 
(спиралями типа  Фибоначчи). Первая – основная последовательность 
Фибоначчи (3), вторая – производная (модифицированная) 
последовательность типа Фибоначчи. Поэтому могу высказать 
предположение, что в этом электрическая цепь (см. рисунок 2)  является  
моделью  двойных спиралей ДНК. Ее основой  является последовательность 
Фибоначчи, а вторая последовательность определяется геномом Rн.  
     Входное и характеристическое сопротивления лестничной цепи. Входное  
сопротивление в случае холостого хода цепи 
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 где  U0   и I  1 соответственно напряжение и ток на входе цепи (см. рисунок 2) 
.    Из полученных токов цепи для Rн = 1 следует: 
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где   kн – коэффициент нагрузки  kн = R1 /Rн . 
     В случае   холостого хода  (kн = 0) и короткого замыкания (kн = ∞)  
входные сопротивления соответственно равны     

                                        ,
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      Коэффициент передачи лестничной цепи.  Коэффициент передачи в 
случае холостого хода цепи равен   

,0

Uн

U
A =  

где U0   и  Uн  напряжение соответственно на входе и выходе   цепи (см. 
рисунок 2). 
     Из полученных данных  следует, что      

67 нkFFA +=  . 

     Аналогично могут быть получены формулы входных сопротивлений и 
коэффициента передачи и для других последовательностей (Rн), 
приведенных в таблице.  
 
                                                     Заключение 
 
     В статье приведен новый метод  анализа лестничных электрических 
цепей, названный методом лестничных чисел, применение  которого во 
многих случаях  позволяет  значительно  уменьшить  количество 
промежуточных операций на составление расчетных формул и упростить 
расчет лестничных электрических цепей. В то же время из анализа следует, 
что  рассмотренный метод не исчерпан, но и приведенного анализа 



достаточно, чтобы  осознать его преимущества перед другими методами. 
Применение лестничных чисел позволяет моделировать многие физические 
процессы в системах с сосредоточенными и распределенными параметрами в 
природе, науке и технике. В связи этим,  отметим такое перспективное 
направление исследования цепей, как связь математики гармонии  с 
электрическими цепями для случая переменных токов и  комплексных  
сопротивлений цепей. Кроме того, заслуживает внимания связь золотого 
сечения и лестничных чисел с изоэкстремальными функциями 
(многочленами) П. Л. Чебышева (1821–1894). Рекуррентные многочлены 
Чебышева играют важную роль  в теории синтеза лестничных цепей 
(электрических фильтров), механических и других технических устройств,  
являются основой гармонизации их параметров.  
     Отметим также, что П. Л. Чебышев явился предвестником сложившегося  
университетского образования в России обучению не только отдельным 
дисциплинам специализации, а и созданию научных школ по различным 
направлениям науки. И если на уровне университетов такая задача во многом 
решена, то думаю, что  на сегодняшний день такую  задачу  поставил           
А. П. Стахов и в отношении общеобразовательных школ. В статье 
«Математизация гармонии и гармоническая математика» [8] предлагается 
начать внедрение  математики гармонии в образовательный процесс, начиная 
со школы. В решении этой сложной и благородной задачи мы должны 
поддержать А. П. Стахов  и пожелать ему успехов. 
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