
1 Óðàâíåíèÿ Ôðåíå

Â ñåðåäèíå ïðîøëîãî âåêà ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê Æ.Ôðåíå íàïèñàë çíàìåíè-
òûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äâèæåíèå îðèåíòèðóåìîé òî÷êè1 âäîëü ïðîèçâîëüíîé
êðèâîé x = x(s), ãäå s � äëèíà äóãè.

Óðàâíåíèÿ Ôðåíå çàïèñàíû äëÿ íîðìèðîâàííûõ íà åäèíèöó îðòîãîíàëüíûõ âåê-
òîðîâ e1, e2 è e3 ñ íà÷àëîì â òî÷êå M (ñì. ðèñ. 1). Îíè èìåþò ñëåäóþùèé âèä [1]

de1

ds
= κ(s)e2 , (1)

de2

ds
= −κ(s)e1 + χ(s)e3 , (2)

de3

ds
= −χ(s)e2 , (3)

ãäå κ(s) � êðèâèçíà êðèâîé, χ(s) � êðó÷åíèå êðèâîé.
Ôðåíå âïåðâûå ïîêàçàë, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ êðèâàÿ â îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ

äâóìÿ ïàðàìåòðàìè � êðèâèçíîé κ(s) è êðó÷åíèåì χ(s).
Åäèíè÷íûé âåêòîð e1

dx

ds
= e1 ,

∣∣∣dx
ds

∣∣∣ = 1 (4)

âûáèðàåòñÿ êàñàòåëüíûì ê êðèâîé â òî÷êå M.
Åäèíè÷íûé âåêòîð e2 íàïðàâëåí ïî ãëàâíîé íîðìàëè, à âåêòîð áèíîðìàëè e3 îïðå-

äåëÿåòñÿ êàê
e3 = [e1e2].

Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèÿ Ôðåíå (1) è (2) ïî s è èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ îðòîãîíàëü-
íîñòè âåêòîðîâ òðèàäû, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ

d2x

ds2
= κ(s)e2 , (5)

d3x

ds3
=
dκ(s)

ds
e2 − κ2(s)e1 + κ(s)χ(s)e3 , (6)

îïèñûâàþùèå äâèæåíèå íà÷àëà òðèàäû (äâèæåíèå òî÷êè Ì).
Ïðè áåñêîíå÷íî ìàëîì ñìåùåíèè òî÷êè Ì âäîëü êðèâîé âåêòîðà òðèàäû îäíî-

âðåìåííî ìåíÿþò ñâîþ îðèåíòàöèþ â ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ îïèñàíèÿ ýòîãî

1Ïîä îðèåíòèðóåìîé òî÷êîé ïîíèìàåòñÿ òðåõãðàííèê Ôðåíå, îáðàçîâàííûé òðåìÿ åäèíè÷íûìè
îðòîãîíàëüíûìè âåêòîðàìè.



èçìåíåíèÿ óäîáíî ââåñòè óãëîâûå êîîðäèíàòû ψ, ϕ, φ. Âûðàæàÿ, íàïðèìåð, êîì-
ïîíåíòû êàñàòåëüíîãî âåêòîðà e1 ÷åðåç óãëîâûå ïåðåìåííûå, èìååì [2]

dx

ds
= cosϕ cosψ − sinϕ sinψ cosφ, (7)

dy

ds
= sinϕ cosψ + cosϕ sinψ cosφ, (8)

dz

ds
= sinψ sinφ. (9)

Ðèñ. 1: Äâèæåíèå îðèåíòèðóåìîé òî÷êè âäîëü ïðîèçâîëüíîé êðèâîé

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòè óðàâíåíèÿ è èñêëþ÷àÿ èç íèõ òðàíñëÿöèîííûå êîîðäèíàòû,
ïîëó÷àåì ¾âðàùàòåëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ¿ â âèäå

dϕ

ds
= χ

sinψ

sinφ
, (10)

dψ

ds
= κ− χ sinψ ctgφ, (11)

dφ

ds
= χ cosψ. (12)

2 Ñâÿçü κ è χ ñ êðó÷åíèåì Ðè÷÷è

Èññëåäóåì âîïðîñ î ñòðóêòóðå ãåîìåòðèè, â êîòîðîé êðèâûå Ôðåíå ÿâëÿþòñÿ ãåî-
äåçè÷åñêèìè ëèíèÿìè.

Ïðåäëîæåíèå 1. Êðèâèçíà κ è êðó÷åíèå χ ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè
êîýôôèöèåíòîâ âðàùåíèÿ Ðè÷÷è.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì øåñòèìåðíîå ìíîãîîáðàçèå êîîðäèíàò x1, x2, x3, ϕ1,
ϕ2, ϕ3. Åãî óäîáíî ïðåäñòàâèòü êàê âåêòîðíîå ðàññëîåíèå2 ñ áàçîé, îáðàçîâàííîé
òðàíñëÿöèîííûìè êîîðäèíàòàìè x1, x2, x3 (ïóñòü ýòî áóäóò äåêàðòîâû êîîðäèíàòû)
è ñëîåì, çàäàííûì â êàæäîé òî÷êå xa (a = 1, 2, 3) òðåìÿ îðòîíîðìèðîâàííûìè ðåïå-
ðàìè Ôðåíå

eA, A = 1, 2, 3, (13)

ãäå A îçíà÷àåò íîìåð âåêòîðà ðåïåðà.
Ñîãëàñíî òåîðåìå Ýéëåðà, áåñêîíå÷íî ìàëûå ïîâîðîòû âîêðóã òðåõ îñåé ðåïåðà

(13) ìîæíî çàìåíèòü îäíèì ïîâîðîòîì íà óãîë dχχχ âîêðóã îïðåäåëåííîé îñè, ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç íà÷àëî ðåïåðà O. Áåñêîíå÷íî ìàëûé ïîâîðîò (â îòëè÷èå îò êîíå÷íîãî
ïîâîðîòà) ìîæíî çàäàòü âåêòîðîì

dχχχ = dχeχ,

ãäå âåêòîð eχ íàïðàâëåí âäîëü ìãíîâåííîé îñè âðàùåíèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà. Ýòî íà-
ïðàâëåíèå âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òî åñëè ñìîòðåòü ñ êîíöà âåêòîðà eχ íà íåïîäâèæíóþ
òî÷êó O, òî ïîâîðîò ñîâåðøàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ïðàâàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà).

Áåñêîíå÷íî ìàëîå èçìåíåíèå âåêòîðîâ ðåïåðà Ôðåíå eχ ïðè ïîâîðîòå dχχχ èìååò
âèä

deA = [dχχχeA]. (14)

Åñëè ðàçäåëèòü (14) íà ds, òî ìû ïîëó÷èì

deA

ds
= [

dχχχ

ds
eA] = [ωωω eA], (15)

ãäå ωωω = dχχχ/ds � òðåõìåðíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ òðåõãðàííèêà Ôðåíå îòíî-
ñèòåëüíî ìãíîâåííîé îñè. Çàïèñûâàÿ ðåïåð Ôðåíå â âèäå

a) eA
αe

α
B = δA

B =

{
1 A = B
0 A 6= B

, (16)

á) eA
αe

β
A = δ β

α =

{
1 α = β
0 α 6= β

,

A,B... = 1, 2, 3, α, δ, β = 1, 2, 3,

ãäå α, δ, β... � âåêòîðíûå èíäåêñû, à A,B... � íîìåð âåêòîðà, ìîæíî çàïèñàòü ñîîòíî-
øåíèÿ (14) è (15) êàê

deA
α = dχβ

αe
A
β dχβ

α = T β
αγdx

γ, (17)

deA
α

ds
=
dχβ

α

ds
eA

β

deA
α

ds
= T β

αγ

dxγ

ds
eA

β, (18)

ãäå ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå

Tα
βγ = eα

Ae
A
β,γ = −eA

β e
α
A,γ, , γ =

∂

∂xγ
. (19)

2Òåðìèí ¾âåêòîðíîå ðàññëîåíèå¿ ïðèíÿò â ìàòåìàòèêå.
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Âïåðâûå âåëè÷èíû (19) áûëè ââåäåíû Ã.Ðè÷÷è [3] è ñ òåõ ïîð ïîëó÷èëè íàçâàíèå
êîýôôèöèåíòîâ âðàùåíèÿ Ðè÷÷è. Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (16) è ïðàâèëî
ïåðåõîäà ê ëîêàëüíûì èíäåêñàì

TA
Bγ = eA

αT
α
βγe

β
B ,

ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ (18) â ëîêàëüíûõ èíäåêñàõ

deA
α

ds
= TA

Bγ
dxγ

ds
eB

α . (20)

Âûáåðåì âåêòîðà e(1)
α, e

(2)
α è e(3)

α òàê, ÷òîáû îíè ñîâïàäàëè ñ âåêòîðàìè Ôðåíå, ïðè
ýòîì âåêòîð e(1)

α óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (4). Òîãäà óðàâíåíèÿ (20) ïðèíèìàþò âèä
èçâåñòíûõ óðàâíåíèé Ôðåíå (1-3), â êîòîðûõ

κ(s) = T (1)
(2)γ

dxγ

ds
, χ(s) = T (2)

(3)γ
dxγ

ds
. (21)

Ïðè âûâîäå (1-3) èç (20) ìû èñïîëüçîâàëè ñîîòíîøåíèÿ

dxγ

ds
= eγ

(1) eγ
(1)e

(1)
γ = 1 .

Èç ñîîòíîøåíèé (21) âèäíî, ÷òî êðèâèçíà è êðó÷åíèå â óðàâíåíèÿõ Ôðåíå âûðà-
æàþòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû êîýôôèöèåíòîâ âðàùåíèÿ Ðè÷÷è (19), ÷òî è äîêàçûâàåò
óòâåðæäåíèå 1.

Êîýôôèöèåíòû âðàùåíèÿ Ðè÷÷è âõîäÿò â ñîñòàâ ñâÿçíîñòè àáñîëþòíîãî ïàðàë-
ëåëèçìà è èìåþò ÷àñòü, àòèñèììåòðè÷íóþ ïî äâóì íèæíèì èíäåêñàì

Tα
[βγ] = −Ω..α

βγ ,

Ω..α
βγ = −1

2
eα

A(eA
β,γ − eA

γ,β), (22)

êîòîðóþ ìîæíî íàçâàòü êðó÷åíèåì Ðè÷÷è.

3 Êðèâûå Ôðåíå êàê ãåîäåçè÷åñêèå ãåîìåòðèè

àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà

Îòìåòèì, ÷òî êðèâèçíà è êðó÷åíèå êðèâîé Ôðåíå (ïðàâèëüíåå áûëî áû èõ íàçâàòü
ïåðâîå è âòîðîå êðó÷åíèå, ïîñêîëüêó îíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû êðó÷åíèÿ
Ðè÷÷è (22).

Äî ñèõ ïîð ìû èñïîëüçîâàëè â êà÷åñòâå òðàíñëÿöèîííûõ êîîðäèíàò äåêàðòîâû
êîîðäèíàòû. Ïåðåéäåì òåïåðü îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ê ïðîèçâîëüíûì êðèâîëè-
íåéíûì êîîðäèíàòàì.

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ êðèâîëèíåéíûõ òðàíñëÿöèîííûõ êîîðäèíàò ìåò-
ðè÷åñêèé òåíçîð ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

0
gαβ= ηABe

A
αe

b
β, ηAB = ηAB = diag(1, 1, 1),

4



à òðàíñëÿöèîííûé èíòåðâàë â âèäå

ds2 =
0
gαβ dx

αdxβ = ηABe
A
αe

b
βdx

αdxβ . (23)

Â ïðîèçâîëüíûõ òðàíñëÿöèîííûõ êîîðäèíàòàõ ïîëíàÿ ñâÿçíîñòü ïðîñòðàíñòâà
çàïèøåòñÿ êàê

∆α
βγ = Γα

βγ + Tα
βγ = eα

Ae
A
β,γ,

ãäå

Γα
βγ =

1

2

0
g αη(

0
gβη,γ +

0
gγη,β −

0
gβγ,η) (24)

� ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ,

Tα
βγ = −Ω..α

βγ+
0
g αη(

0
gβρ Ω..ρ

ηγ+
0
gγρ Ω..ρ

ηβ) (25)

� êîýôôèöèåíòû âðàùåíèÿ Ðè÷÷è, à Ω..α
βγ îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî (22). Ýòîò îáúåêò îò-

ëè÷åí îò íóëÿ èìåííî òîãäà, êîãäà ïðè îïèñàíèè äèíàìèêè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ
âîçíèêàþò óãëîâûå íåãîëîíîìíûå êîîðäèíàòû ϕ1, ϕ2, ϕ3.

Òåïåðü ðàâåíñòâî (17) çàïèøåòñÿ â âèäå

dχβα = ∆α
βγdx

γ, (26)

ãäå âåëè÷èíû
∆α

βγ = eα
Ae

A
β,γ = −eA

β e
α
A,γ. (27)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëîêàëüíóþ ñâÿçíîñòü àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà. Êàê è âñÿêàÿ
ñâÿçíîñòü, îíà èìååò íåòåíçîðíûé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî òðàíñëÿöèîí-
íûõ êîîðäèíàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

∆γ′
β′α′ =

∂2xγ

∂xα′∂xβ′

∂xγ′

∂xγ
+
∂xα

∂xα′

∂xβ

∂xβ′

∂xγ′

∂xγ
∆γ

βα.

Åñëè òåïåðü ìû îáðàçóåì ñ ïîìîùüþ ñâÿçíîñòè (27) òåíçîð êðèâèçíû, òî îí îêà-
çûâàåòñÿ ðàâíûì íóëþ [4]

Sα
βγη = 2∆α

β[η,γ] + 2∆α
ρ[γ∆

ρ
|β|η] = 0.

Ïî îïðåäåëåíèþ, ïðîñòðàíñòâî ñ íóëåâûì òåíçîðîì êðèâèçíû íàçûâàåòñÿ ïðî-
ñòðàíñòâîì àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà, à ñîîòíîøåíèå (27) îïðåäåëÿåò ñâÿçíîñòü
àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà.

×àñòíûì ñëó÷àåì ïðîñòðàíñòâà àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîå åâ-
êëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, èç ôîðìóëû (26) âèäíî, ÷òî êîãäà âðàùåíèå
îòñóòñòâóåò (dχα

β = 0, dxγ 6= 0), ñâÿçíîñòü ∆α
βγ îáðàùàåòñÿ â íóëü, ïðè ýòîì ïðî-

ñòðàíñòâî àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà ïåðåõîäèò â åâêëèäîâî.

Ïðåäëîæåíèå 2. Óðàâíåíèÿ Ôðåíå ýêâèâàëåíòû óðàâíåíèÿì ãåîäåçè÷åñêèõ ïåðâîãî
ðîäà (êðàò÷àéøèì) ãåîìåòðèè àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà

d2xα

ds2
= −Γα

βγ

dxβ

ds

dxγ

ds
− Tα

βγ

dxβ

ds

dxγ

ds
. (28)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðîèçâîëüíûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèÿ (18) çàïèøóòñÿ êàê

à)
deA

α

ds
= Γβ

αγ

dxγ

ds
eA

β + T β
αγ

dxγ

ds
eA

β, á)
deα

A

ds
= −Γα

βγ

dxγ

ds
eβ

A − Tα
βγ

dxγ

ds
eβ

A, (29)

Ïîñêîëüêó â óðàâíåíèÿõ Ôðåíå âåêòîð eα
(1) = dxα/ds, òî, ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîò-

íîøåíèå â óðàâíåíèÿ (29á), ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ (28).

4 Ôåíîìåíîëîãè÷åñêîå êðó÷åíèå Êàðòàíà

Äîêàçàííûå âûøå ïðåäëîæåíèÿ ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî ëþáóþ ïðîèçâîëüíóþ
êðèâóþ, çàäàííóþ â ïðîñòðàíñòâå ñ ïëîñêîé ìåòðèêîé (23), ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè-
äå ãåîäåçè÷åñêîé ïðîñòðàíñòâà àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà ñ óðàâíåíèÿìè (28). Ýòî
ïðÿìîé ïóòü ê ãåîìåòðèçàöèè ôèçè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïîñêîëüêó ïðîèçâîëüíóþ êðè-
âóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ â êàêîì-ëèáî
ôèçè÷åñêîì ïîëå.

Êðó÷åíèå Ðè÷÷è (22) ìû áóäåì íàçûâàòü ãåîìåòðè÷åñêèì êðó÷åíèåì, ïîñêîëüêó
îíî îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíûå îò âåêòîðîâ òðèàäû Ôðåíå è ãåîìåòðè÷åñêè
èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê âðàùåíèå òðåõãðàííèêà ïî ìåðå åãî äâèæåíèÿ âäîëü êðèâîé.
Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, ãåîìåòðè÷åñêîå êðó÷åíèå âõîäèò â ñîñòàâ ñâÿçíîñòè (27)
ãåîìåòðèè àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà.

Íàðÿäó ñ ãåîìåòðè÷åñêèì êðó÷åíèåì ìîæíî ââåñòè ôåíîìåíîëîãè÷åñêîå êðó÷åíèå
Êàðòàíà [5], êîòîðîå îáëàäàåò òàêèìè æå ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè, ÷òî è êðó÷åíèå
Ðè÷÷è, íî, â îòëè÷èå îò ïîñëåäíåãî, íå ñâÿçàíî ñ âðàùåíèåì òðåõãðàííèêà Ôðåíå,
ïîñêîëüêó íå çàâèñèò îò åãî âåêòîðîâ.

Âíà÷àëå Ý. Êàðòàí è ß. Ñõîóòåí [6, 7], èñõîäÿ èç ãðóïïîâûõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà
àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû, ââåëè ñâÿçíîñòü (27), â êîòîðîé
êîìïîíåíòû êîýôôèöèåíòîâ âðàùåíèÿ Ðè÷÷è (25) ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè.

Ñóòü ïîäõîäà Ý. Êàðòàíà è ß. Ñõîóòåíà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü íà n-ìåðíîì
äèôôåðåíöèðóåìîì ìíîãîîáðàçèè Ì ñ êîîðäèíàòàìè x1, . . . , xn çàäàíî ïîëå n êîíòð-
âàðèàíòíûõ âåêòîðîâ

ξj
a = ξj

a(x
k), (30)

ãäå
a, b, c . . . = 1 . . . n

ÿâëÿþòñÿ âåêòîðíûìè èíäåêñàìè, à

i, j, k . . . = 1 . . . n

� êîîðäèíàòíûìè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

det(ξj
a) 6= 0

è ÷òî ôóíêöèè ξj
a óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

ξj
aξ

k
b,j − ξi

bξ
k
a,j = −C ..f

ab ξ
k
f ,
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â êîòîðûõ êîíñòàíòû C ..f
ab èìåþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

C ..f
ab = −C ..f

ba , (31)

C ..a
fbC

..f
cd + C ..a

fcC
..f
db + C ..a

fdC
..f
bc = 0. (32)

Òîãäà ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî èìååì n-ïàðàìåòðè÷åñêóþ ïðîñòóþ òðàíçèòèâíóþ
ãðóïïó (ãðóïïó Tn), äåéñòâóþùóþ íà ìíîãîîáðàçèè, ïðè÷åì C ..f

ab ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóð-
íûìè êîíñòàíòàìè ýòîé ãðóïïû, óäîâëåòâîðÿþùèìè òîæäåñòâó ßêîáè (32). Âåêòîð-
íîå ïîëå ξj

b íàçûâàåòñÿ èíôèíèòåçèìàëüíûìè ãåíåðàòîðàìè ýòîé ãðóïïû.
Ïóñòü òåïåðü áàçèñ ek

b , çàäàâàåìûé â êàæäîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ Ì, óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ

det(ej
a) 6= 0.

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
ej

a(x
k
0) = ξj

a(x
k
0),

ãäå xk
0 ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè íåêîòîðîé ïðîèçâîëüíîé òî÷êè P , òî ìû èìååì äëÿ

ôóíêöèé ej
a(x

k
0) óðàâíåíèÿ

ej
ae

k
b,j − ej

be
k
a,j = −C ..f

ab e
k
f . (33)

Â ñèëó óñëîâèé íîðìèðîâêè áàçèñà

ea
ie

j
a = δj

i , ea
ie

i
b = δa

b (34)

èç ðàâåíñòâà (33) ñëåäóåò

C ..i
jk = 2ei

ae
a
[k,j] = ei

aC
..a
bce

b
je

c
k. (35)

Ñðàâíèâàÿ ñîîòíîøåíèå (35) ñ (22), ìû âèäèì, ÷òî

Ω..i
jk =

1

2
C ..i

jk,

ò.å. âñå êîìïîíåíòû êðó÷åíèÿ Ðè÷÷è îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà àáñîëþòíîãî ïàðàë-
ëåëèçìà ïîñòîÿííû.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

∆k
[ij] = −Ω..k

ij = T k
[ij] = −1

2
C ..i

jk.

Ïîñêîëüêó êîíñòàíòû íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàò èëè êàêèõ-ëèáî äðóãèõ ïåðåìåí-
íûõ, òî Ý. Êàðòàí è ß. Ñõîóòåí ââåëè ñâÿçíîñòü ñ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèì êðó÷åíèåì
[6, 7], ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé òåíçîð Si

jk ñî ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè êàê ó êðó÷åíèÿ
Ðè÷÷è. Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè-
åé Ðèìàíà-Êàðòàíà ñî ñâÿçíîñòüþ

−
Γijk= Γijk + (Sijk − Sjki − Skij), (36)
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ãäå Γijk � ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ, à Sijk � òåíçîð êðó÷åíèÿ Êàðòàíà. Ìîæíî ñ óâåðåí-
íîñòüþ óòâåðæäàòü, ÷òî ãåîìåòðèÿ Ðèìàíà-Êàðòàíà âîçíèêëà â ðåçóëüòàòå ðàçâèòèÿ
ãåîìåòðèè àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà.

5 Îáùèå ñâîéñòâà è ðàçëè÷èÿ ìåæäó êðó÷åíèÿìè

Ðè÷÷è è Êàðòàíà

Ôåíîìåíîëîãè÷åñêîå êðó÷åíèå Êàðòàíà Si
jk èìååò ìíîãî îáùèõ ñâîéñòâ ñ ãåîìåò-

ðè÷åñêèì êðó÷åíèåì Ðè÷÷è Ω..i
jk, îäíà ìåæäó íèìè èìååòñÿ è ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå.

5.1 Îáùèå ñâîéñòâà êðó÷åíèÿ Ðè÷÷è è Êàðòàíà

Ê îáùèì ñâîéñòâàì îòíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå.

• Îäèíàêîâîå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò è àíòèñèììåòðèÿ ïî íèæíèì èíäåê-
ñàì

Ω..i
jk = −Ω..i

kj, S..i
jk = −S..i

kj. (37)

• Òåíçîðíûé çàêîí îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé òðàíñëÿöèîííûõ êîîðäèíàò

Ω..i′

j′k′ = Ω..i
jk

∂xj

∂xj′

∂xk

∂xk′

∂xi′

∂xi
, S..i′

j′k′ = S..i
jk

∂xj

∂xj′

∂xk

∂xk′

∂xi′

∂xi
. (38)

• Îäèíàêîâûì îáðàçîì îáðàçóþò òåíçîð êîíòîðñèè

T i
jk = −Ω..i

jk + gim(gjsΩ
..s
mk + gksΩ

..s
mj), Ki

jk = −S..i
jk + gim(gjsS

..s
mk + gksS

..s
mj) (39)

ñî ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè

Tijk = −Tjik, Kijk = −Kjik. (40)

• Îäèíàêîâî ðàçëàãàþòñÿ íà íåïðèâîäèìûå ÷àñòè

Ωi
.jk =

2

3
δi
[kΩj] +

1

3
εn

jksΩ̂
s + Ω

i

.jk, Si
.jk =

2

3
δi
[kSj] +

1

3
εn

jksŜ
s + S

i

.jk, (41)

ãäå
Ωi

.jk = gimgksΩ
..s
mj, Si

.jk = gimgksS
..s
mj

è

� âåêòîð
Ωj = Ωi

.ji, Sj = Si
.ji, (42)

� ïñåâäîâåêòîð

Ω̂j =
1

2
εjinsΩ

ins, Ŝj =
1

2
εjinsS

ins, (43)

� áåññëåäîâàÿ ÷àñòü êðó÷åíèÿ

Ω
s

.js = 0, Ωijs + Ωjsi + Ωsij = 0, S
s

.js = 0, Sijs + Sjsi + Ssij = 0. (44)
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5.2 Ðàçëè÷èÿ ìåæäó êðó÷åíèåì Ðè÷÷è è Êàðòàíà

Îòìåòèì ñëåäóþùèå ðàçëè÷èÿ ìåæäó êðó÷åíèåì Ðè÷÷è è Êàðòàíà.

• Êðó÷åíèå Ðè÷÷è Ω..i
jk îïðåäåëÿåò èçìåíåíèå âåêòîðîâ îðòîãîíàëüíîãî ðåïåðà

(ò.å. çàâèñèò îò óãëîâûõ êîîðäèíàò)

Ω..i
jk = −1

2
ei

a(e
a
j,k − ea

k,j), i, j, i... = 0, 1, 2, 3, a, b, c... = 0, 1, 2, 3, (45)

à êðó÷åíèå Êàðòàíà S..i
jk çàâèñèò òîëüêî îò òðàíñëÿöèîííûõ êîîðäèíàò x

i.

• Â ïðîñòðàíñòâå ñ ÷åòûðüìÿ òðàíñëÿöèîííûìè êîîðäèíàòàìè êðó÷åíèå Ω..i
jk

îïðåäåëåíî íà 10-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè, òîãäà êàê êðó÷åíèå S..i
jk òîëüêî íà ÷å-

òûðåõìåðíîì.

• Êðó÷åíèå Ω..i
jk îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ (ê òðàíñëÿöèîííîé ìåòðèêå Ðèìàíà)

âðàùàòåëüíóþ ìåòðèêó Êèëëèíãà-Êàðòàíà

dτ 2 = T a
bkT

b
andx

kdxn, (46)

à êðó÷åíèå S..i
jk íåò.

• Êðó÷åíèå Ω..i
jk ïîçâîëÿåò ëþáóþ êðèâóþ â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòà-

âèòü êàê ãåîäåçè÷åñêóþ ïðîñòðàíñòâà àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà. Â ïðîñòðàí-
ñòâå ñ ÷åòûðüìÿ òðàíñëÿöèîííûìè êîîðäèíàòàìè êðó÷åíèå Ω..i

jk îïðåäåëÿåò òðè
îïòè÷åñêèõ ïàðàìåòðà: ðàñøèðåíèå θ, âðàùåíèå ω è ñäâèã σ. Ýòè ïàðàìåòðû
ïîçâîëÿþò äàòü êèíåìàòè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ êîìïîíåíòàì êðó÷åíèÿ Ω..i

jk,
â ÷àñòíîñòè ñâÿçàòü òîðñèîííûå ñâîéñòâà ìàòåðèè ñ îïòè÷åñêèì ïàðàìåòðîì
âðàùåíèÿ ω. Êðó÷åíèå Êàðòàíà ýòèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò.

• Ýêñïåðèìåíòû ñ ýëåêòðî-òîðñèîííûìè ãåíåðàòîðàìè Àêèìîâà [8] íàõîäÿò îáú-
ÿñíåíèå ÷åðåç êðó÷åíèå Ðè÷÷è Ω..i

jk, à íå ÷åðåç êðó÷åíèå Êàðòàíà S
..i
jk.

6 Êèíåìàòè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êðèâèçíû è

êðó÷åíèÿ â óðàâíåíèÿõ Ôðåíå

Ðàññìîòðèì îðèåíòèðóåìóþ ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó,3 êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ïî ïðî-
èçâîëüíîé êðèâîé

x = x(s).

Ïóñòü ýòà êðèâàÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Ôðåíå (1-5). Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûÿñ-
íèòü ôèçè÷åñêèé ñìûñë êðèâèçíû è êðó÷åíèÿ ðàññìîòðèì äâà âàæíûõ ïðåäåëüíûõ
ñëó÷àÿ: à) κ 6= 0, χ = 0 è á) κ = 0, χ 6= 0.

3Ïîä îðèåíòèðóåìîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé ïîäðàçóìåâàåòñÿ îðèåíòèðóåìàÿ òî÷êà, îáëàäàþùàÿ
ìàññîé m è ìîìåíòîì èíåðöèè J .
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6.1 Êðèâûå ñ κ 6= 0, χ = 0

Óðàâíåíèÿ (1-5) â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàþò âèä

a)
de1

ds
= κ(s)e2 , á)

de2

ds
= −κ(s)e1 , â)

de3

ds
= 0 , (47)

à)
d2x

ds2
= κ(s)e2 , á)

d3x

ds3
=
κ(s)

ds
e2 − κ2(s)e1 . (48)

Êðèâûå, îïèñûâàåìûå ýòèìè óðàâíåíèÿìè, ÿâëÿþòñÿ "ïëîñêèìè", ïîñêîëüêó âñå
åå òî÷êè ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Èç ìåõàíèêè èçâåñòíî, ÷òî ïðè äâèæåíèè ÷àñòèö
â ïîëÿõ ñ öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé ïî òðàåêòîðèÿì, ëåæàùèì â îäíîé ïëîñêîñòè,
âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà.

Ïðîèçâîäíàÿ
dx

dt
= v,

ãäå t � âðåìÿ, îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè (ñêîðîñòü äâèæå-
íèÿ íà÷àëà ðåïåðà Ôðåíå) ïî òðàåêòîðèè. Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî çàïèñàòü êàê

v =
dx

dt
=
dx

ds

ds

dt
= e1

ds

dt
. (49)

Ïîñêîëüêó e1 � åäèíè÷íûé âåêòîð, òî

|v| = ds

dt
= v.

Ïîëíîå óñêîðåíèå w = d2x/dt2 çàïèøåòñÿ êàê

w =
d2x

ds2

(ds
dt

)2

+ e1
d2s

dt2
. (50)

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ Ôðåíå, ïîëó÷èì èç (50)

w = e2κ
(ds
dt

)2

+ e1
d2s

dt2
= e2κv

2 + e1
dv

dt
. (51)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (51) âèäíî, ÷òî óñêîðåíèå ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ñóììó äâóõ ñëàãà-
åìûõ, îäíî èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì è íàçûâàåòñÿ òàíãåíöèàëüíûì óñêî-
ðåíèåì

wτ = e1
dv

dt
,

à äðóãîå íàïðàâëåíî ïî ãëàâíîé íîðìàëè

wn = e2κv
2

è íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì óñêîðåíèåì. Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ âèäíî, ÷òî êðè-
âèçíà êðèâîé îïðåäåëÿåò íîðìàëüíîå óñêîðåíèå îðèåíòèðóåìîé ìàòåðèàëüíîé òî÷-
êè.
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6.2 Êðèâûå ñ κ = 0, χ 6= 0

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (1-5) çàïèøóòñÿ êàê

de1

ds
= 0 ,

de2

ds
= χ(s)e3 ,

de3

ds
= −χ(s)e2 , (52)

d2x

ds2
= 0 ,

d3x

ds3
= 0 . (53)

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ (53) ýòîé ñèñòåìû îïèñûâàþò äâèæåíèå òî÷êè Ì (äâèæå-
íèå íà÷àëà òðåõãðàííèêà Ôðåíå), òî ìû âèäèì, ÷òî êðèâàÿ â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ
"ïðÿìîé", âäîëü êîòîðîé íàïðàâëåí êàñàòåëüíûé âåêòîð e1. Ïðè äâèæåíèè òî÷êè
Ì âäîëü ýòîé "ïðÿìîé"âåêòîðà e2 è e3 âðàùàþòñÿ â ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíîé
âåêòîðó e1.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå ds/dt = v, ïåðåïèøåì âðàùàòåëüíûå óðàâíåíèÿ (52) â
âèäå

de1

dt
= 0 ,

de2

dt
= ωe3 ,

de3

dt
= −ωe2 , (54)

ãäå
ω = vχ (55)

� ñîáñòâåííàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ îðèåíòèðóåìîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.

Ðèñ. 2: Ïîâîðîò ïëîñêîñòè ïîëÿðèçàöèè ëó÷à ñâåòà ïðè äâèæåíèè ïî òðàåêòîðèè ñ
χ 6= 0

Ïîñêîëüêó â íàøåì ñëó÷àå åäèíè÷íûé âåêòîð èìïóëüñà ÷àñòèöû îïðåäåëÿåòñÿ
êàê

p = m
dx

dt
,

òî ω = vχ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñïèðàëüíîñòü ÷àñòèöû. Åñëè æå ïî êðèâîé
ñ êðó÷åíèåì äâèæåòñÿ ïîëÿðèçîâàííàÿ âîëíà ñâåòà, òî åå ïëîñêîñòü ïîëÿðèçàöèè

11



âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ÷àñòîòîé (55) (ðèñ.2). Òàêèì îáðàçîì êðó÷åíèå χ ïîðîæäàåò
ñîáñòâåííîå óãëîâîå âðàùåíèå ìàòåðèàëüíûõ îáúåêòîâ.

7 Äèíàìè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ óðàâíåíèé Ôðåíå

Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îðèåíòèðóåìàÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé òðåõìåðíóþ ïðîèçâîëüíî óñêîðåííóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà, èìåþùóþ â îáùåì ñëó÷àå
øåñòü ñòåïåíåé ñâîáîäû � òðè ïîñòóïàòåëüíûõ è òðè âðàùàòåëüíûõ. Ïîñêîëüêó óðàâ-
íåíèÿ Ôðåíå (1-5) îïèñûâàþò äâèæåíèå îðèåíòèðóåìîé òî÷êè òàê, ÷òî ïðîèçâîäíûå
âåêòîðîâ ðåïåðà ðàçëàãàþòñÿ ïî ñàìèì âåêòîðàì, òî ýòî çíà÷èò, ÷òî óðàâíåíèÿ Ôðåíå
çàïèñàíû â óñêîðåííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà.

Èç ìåõàíèêè èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññû m
â óñêîðåííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ïîä äåéñòâèåì îäíèõ òîëüêî ñèë èíåðöèè èìåþò âèä

Finer = −m(W + [ω̇r] + [ω[ωr]] + 2[ωv]) . (56)

Çäåñü
F1 = −mW

- ïîñòóïàòåëüíàÿ ñèëà èíåðöèè,

F2 = −m[ω̇r]

- ñèëà èíåðöèè, ñâÿçàííàÿ ñ âðàùàòåëüíûì óñêîðåíèåì,

F3 = −m[ω[ωr]]

- öåíòðîáåæíàÿ ñèëà èíåðöèè,
F4 = −2m[ωv]

- ñèëà Êîðèîëèñà.
Â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà (r = 0) óðàâíåíèÿ (56) ïðèíèìàþò âèä

Finer = −mW − 2m[ωv]) . (57)

Åñëè ê òîìó æå òðåõìåðíîå âðàùåíèå ñèñòåìû îòñ÷åòà îòñóòñòâóåò (ω = vχ), òî
ìû èìååì

Finer = −mW. (58)

Ñðàâíèâàÿ óðàâíåíèÿ (51) c (58), èìååì

−W = e2κv
2 + e1

dv

dt
. (59)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî êðèâèçíà â óðàâíåíèÿõ Ôðåíå îïðåäåëÿåò ïîëå
èíåðöèè, ïîðîæäàþùåå ïîñòóïàòåëüíóþ ñèëó èíåðöèè.
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8 ×åòûðåõìåðíûå óðàâíåíèÿ Ôðåíå â ðèìàíîâîì

ïðîñòðàíñòâå

Ïóñòü ìû èìååì ïðîèçâîëüíóþ êðèâóþ â ÷åòûðåõìåðíîì ðèìàíîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå ñ òðàíñëÿöèîííûìè êîîðäèíàòàìè xi (i=0,1,2,3), òîãäà êðèâàÿ îïðåäåëÿåòñÿ òðå-
ìÿ ñêàëÿðíûì èíâàðèàíòàìè χ1, χ2 χ3 ñ ïîìîùüþ ÷åòûðåõìåðíûõ óðàâíåíèé Ôðåíå
âèäà [9]

De
(0)
k

ds
= χ1e

(1)
k , (60)

De
(1)
k

ds
= ±χ1e

(0)
k + χ2e

(2)
k , (61)

De
(2)
k

ds
= ±χ2e

(1)
k + χ3e

(3)
k , (62)

De
(3)
k

ds
= ±χ3e

(2)
k . (63)

Çäåñü âåêòîðà e(0)
k , e

(1)
k , e

(2)
k e

(3)
k îáðàçóþò òåòðàäó, à ÷åðåç D îáîçíà÷åí àáñîëþò-

íûé äèôôåðåíöèàë îòíîñèòåëüíî ÷åòûðåõìåðíûõ ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ

Γi
jk =

1

2
gim(gjm, k + gkm, j − gjk,m) (64)

Çíàêè ± â óðàâíåíèÿõ âûáèðàþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ïðàâîé èëè ëåâîé
òåòðàäû e

(a)
k (a=0,1,2,3), à òàêæå â çàâèñèìîñòè îò òîãî, âðåìåíèïîäîáíûì èëè ïðî-

ñòðàíñòâåííîïîäîáíûì ÿâëÿåòñÿ òîò èëè èíîé âåêòîð òåòðàäû [9].

Ïðåäëîæåíèå 3. Ëþáóþ êðèâóþ ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ãåîäåçè÷åñêóþ ïåðâîãî ðîäà (êðàò÷àéøóþ) ïðîñòðàíñòâà àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà
ñ óðàâíåíèÿìè âèäà

d2xi

ds2
= −Γi

jk

dxj

ds

dxk

ds
− T i

jk

dxj

ds

dxk

ds
. (65)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâÿçíîñòü àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà îïðåäåëÿåòñÿ êàê [4]

∆i
jk = Γi

jk + T i
jk = ei

ae
a
j,k = −ea

je
i
a,k. (66)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

T i
jk = ei

a∇ke
a
j = −ea

j∇ke
i
a, (67)

ãäå ∇k � êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îòíîñèòåëüíî ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ (64).
Óìíîæàÿ ðàâåíñòâî (67) íà ea

i (ej
a) è èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè

ea
ie

j
a = δj

i , ea
ie

i
b = δa

b , (68)

ãäå δj
i � ñèìâîë Êðîíåêêåðà, ïðåäñòàâèì (67) â âèäå

a) ∇ke
a
j = T a

bke
b
j á) ∇ke

i
a = −T i

jke
j
a. (69)
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Óìíîæàÿ (62 à)) è (62 á)) íà dxk/ds, ïîëó÷èì

Dea
j

ds
= T a

bke
b
j

dxk

ds
. (70)

Dei
a

ds
= −T i

jke
j
a

dxk

ds
. (71)

Ðàñêðûâàÿ â óðàâíåíèÿõ (71) àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë è ïîëàãàÿ â íèõ ei
(0) =

dxi/ds, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ (65).
Ìåíÿÿ â óðàâíåíèÿõ (62 à)) èíäåêñû, ïî êîòîðûì èäåò ñâåðòêà, íàõîäèì

Dea
k

ds
= T a

bje
b
k

dxj

ds
.

Âûáèðàÿ â ýòèõ óðàâíåíèÿõ òåòðàäó Ôðåíå è ðàñïèñûâàÿ èõ ïîêîìïîíåíòíî, èìå-
åì

De
(0)
k

ds
= T

(0)
(1)je

(1)
k

dxj

ds
, (72)

De
(1)
k

ds
= T

(1)
(0)je

(0)
k

dxj

ds
+ T

(1)
(2)je

(2)
k

dxj

ds
, (73)

De
(2)
k

ds
= T

(2)
(1)je

(1)
k

dxj

ds
+ T

(2)
(3)je

(3)
k

dxj

ds
, (74)

De
(3)
k

ds
= T

(3)
(2)je

(2)
k

dxj

ds
. (75)

Ñðàâíèâàÿ óðàâíåíèÿ (60)-(63) ñ óðàâíåíèÿìè (72)-(75), ïîëó÷èì

χ1 = T
(0)
(1)j

dxj

ds
, χ2 = T

(1)
(2)j

dxj

ds
, χ3 = T

(2)
(3)j

dxj

ds
.

Ïîñêîëüêó âåëè÷èíû T i
kj îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç êðó÷åíèå Ðè÷÷è (ñì.(39)), òî, êàê ýòî

ñëåäóåò èç ïîëó÷åííûõ âûøå ñîîòíîøåíèé, ìîæíî ãåîìåòðèçèðîâàòü ëþáûå êðèâûå
ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà, èñïîëüçóÿ êðó÷åíèå Ðè÷÷è.

9 Ñâÿçü êîýôôèöèåíòîâ âðàùåíèÿ Ðè÷÷è ñ ïîëåì

èíåðöèè â âàêóóìíîé òåîðèè ãðàâèòàöèè

Ñëåäóÿ ïðîãðàììå Êëèôôîðäà-Ýéíøòåéíà ïî ãåîìåòðèçàöèè ôèçè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé, àâòîð íàøåë óðàâíåíèÿ âàêóóìà [4]

∇[ke
a
m] − eb

[kT
a
|b|m] = 0, (A)

Ra
bkm + 2∇[kT

a
|b|m] + 2T a

c[kT
c
|b|m] = 0, (B)

êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ðàñøèðåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé
Ýéíøòåéíà�ßíãà�Ìèëëñà

∇[ke
a
j] + T i

[kj]e
a
i = 0, (A)
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Rjm − 1

2
gjmR = νTjm, (B.1)

Ci
jkm + 2∇[kT

i
,|j|m] + 2T i

s[kT
s
,|j|m] = −νJ i

jkm, (B.2)

ñ ãåîìåòðèçèðîâàííûìè èñòî÷íèêàìè:

Tjm = −2

ν
{(∇[iT

i
|j|m] + T i

s[iT
s
|j|m])−

−1

2
gjmg

pn(∇[iT
i
|p|n] + T i

s[iT
s
|p|n])} (76)

Jijkm = 2g[k(iTj)m] −
1

3
Tgi[mgk]j. (77)

Óðàâíåíèÿ (A) è (B) îáîáùàþò âàêóóìíûå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà

Rik = 0 (78)

è ðåøàþò ïîñòàâëåííóþ À.Ýéíøòåéíîì çàäà÷ó ïî ãåîìåòðèçàöèè òåíçîðà ýíåðãèè-
èìïóëüñà ìàòåðèè [4]. Ïîëíîñòüþ ãåîìåòðèçèðîâàííûå óðàâíåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî
ïîëÿ (B.1) ñîäåðæàò â ïðàâîé ÷àñòè òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ìàòåðèè (76), îáðàçî-
âàííûé êîýôôèöèåíòàìè âðàùåíèÿ Ðè÷÷è è èõ ïðîèçâîäíûìè, ò.å. êðó÷åíèåì Ðè÷÷è.

Òåîðèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, îñíîâàííàÿ íà óðàâíåíèÿõ âàêóóìà (A) è (B), ïîç-
âîëÿåò óñòàíîâèòü ñâÿçü êîýôôèöèåíòîâ âðàùåíèÿ Ðè÷÷è ñ ïîëÿìè è ñèëàìè èíåð-
öèè. Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ âàêóóìà çàïèñûâàþòñÿ â ñïèíîðíîì áàçèñå ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ñïèíîâûõ êîýôôèöèåíòîâ Íüþìåíà-Ïåíðîóçà [10] è ñïèíîðíûõ ìàòðèö Êàðìåëè
[11]

∂CḊσ
i
AḂ

− ∂AḂσ
i
CḊ

= (TCḊ) P
A σi

P Ḃ
+ σi

AṘ
(T+

ḊC
) Ṙ

Ḃ
−

−(TAḂ) P
C σi

P Ḋ
− σi

CṘ
(T+

ḂA
) Ṙ

Ḋ
, (

+

A s)

2ΦABĊḊ + ΛεABεĊḊ = νTAĊBḊ , (
+

B s+.1)

CAḂCḊ − ∂CḊTAḂ + ∂AḂTCḊ + (TCḊ) F
A TFḂ + (T+

ḊC
) Ḟ

Ḃ
TAḞ−

−(TAḂ) F
C TFḊ − (T+

ḂA
) Ḟ

Ḋ
TCḞ − [TAḂ , TCḊ] = −νJAḂCḊ , (

+

B s+.2)

A,C... = 0, 1 , Ḃ, Ḋ... = 0̇, 1̇ .

Ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé, ïðèâîäÿùåå ê ìåòðèêå Øâàðöùèëüäà

ds2 =

(
1− 2Ψ0

r

)
c2dt2 −

(
1− 2Ψ0

r

)−1

dr2 − (79)

−r2(dθ2 + sin2 θdϕ2),
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ãäå
Ψ0 = MG/c2, (80)

â ñîáðàííîì âèäå çàïèøåòñÿ òàê [4]:
1. Êîîðäèíàòû: u, r, x2 x3.
2. Êîìïîíåíòû ñèìâîëîâ Íüþìåíà�Ïåíðîóçà:

σi
00̇

= (0, 1, 0, 0), σi
11̇

= (1, U, 0, 0), σi
01̇

= ρ(0, 0, P, iP ),

σ00̇
i = (1, 0, 0, 0), σ11̇

i = (−U, 1, 0, 0), σ01̇
i = − 1

2ρP
(0, 0, 1, i),

U = −1/2 + Ψ0/r, P = (2)−1/2(1 + ζζ/4), ζ = x2 + ix3,

Ψ0 = const.

3. Ñïèíîðíûå êîìïîíåíòû êîýôôèöèåíòîâ âðàùåíèÿ Ðè÷÷è:

ρ = −1/r, α = −β = −α0/r, γ = Ψ0/2r,

µ = −ε0/r + 2Ψ0/r2, α = ζ/4.

4. Ñïèíîðíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà Ðèìàíà:

Ψ = −Ψ0/r3.

Èñïîëüçóÿ ýòî ðåøåíèå, ìîæíî ðàññ÷èòàòü ãðàâèòàöèîííûå ïîëÿ (Γi
jk) è êîýô-

ôèöèåíòû âðàùåíèÿ Ðè÷÷è (T i
jk) â óðàâíåíèÿõ ãåîäåçè÷åñêèõ (65), êîòîðûå â âàêó-

óìíîé òåîðèè ãðàâèòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îðèåíòèðóåìîé
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðîáíîé ÷àñòèöû â òåîðèè ôèçè÷åñêîãî âàêóóìà ñîâïàäàþò
ñ óðàâíåíèÿìè ãåîäåçè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà (65).

Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ïåðåéäåì â ïðèâåäåííîì ðåøåíèè ê êâàçèäåêàðòîâûì
êîîðäèíàòàì, â êîòîðûõ ìåòðèêà Øâàðöùèëüäà èìååò âèä

ds2 = (1− 2MG

rc2
)c2dt2 − (1 +

2MG

rc2
)(dx2 + dy2 + dz2) . (81)

Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ òåòðàäà ea
i çàïèøåòñÿ êàê

e
(0)

0 = (1 +
2ϕ

c2
)1/2 , (82)

e
(1)

1 = e
(2)

2 = e
(3)

3 = (1− 2ϕ

c2
)1/2 ,

ãäå â ñêîáêàõ îáîçíà÷åíû òåòðàäíûå èíäåêñû è ϕ = −MG/r.
Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð äëÿ òåòðàäû (82) ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøå-

íèé
gik = ηabe

a
ie

b
k , ηab = ηab = diag(1− 1− 1− 1). (83)
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Ðàññìàòðèâàÿ íåðåëÿòèâèñòñêîå ïðèáëèæåíèå è ñ÷èòàÿ ïîëÿ ñëàáûìè, ò.å. ïîëàãàÿ,
÷òî

2ϕ

c2
<< 1 , gik ' ηik , ds ' ds0 = cdt(1− v2

c2
)1/2 , (84)

Ri
jkm '

o

R
i
jkm = 0 ,

v2

c2
<< 1 , ds ' ds0 ' cdt ,

íàõîäèì èç óðàâíåíèé (65) ñëåäóþùèå ïðèáëèæåííûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàññû m

m
d2xα

dt2
= −mc2(Γα

00 + Tα
00). (85)

α = 1, 2, 3.

Èñïîëüçóÿ ìåòðèêó (81) è òåòðàäó (82), à òàêæå ôîðìóëû (64) è (67), íàõîäèì

Γα
00 = −MGxα/r3, Tα

00 = MGxα/r3.

Ñðàâíèâàÿ óðàâíåíèÿ (85) ñ óðàâíåíèÿìè êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè â ñîïóòñòâóþùåé
ñèñòåìå îòñ÷åòà [2]

m
d2xα

dt2
= Fα

G −mW α = 0 , (86)

ïîëó÷èì, ÷òî
Fα

G = −mc2Γα
00 = mMGxα/r3 (87)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàâèòàöèîííóþ ñèëó, âûçâàííóþ ãðàâèòàöèîííûì ïîëåì

Γα
00 = −MGxα/r3,

à
−mW α = −mc2Tα

00 = −mMGxα/r3 (88)

åñòü ñèëà èíåðöèè, ñîçäàííàÿ ïîëåì èíåðöèè

Tα
00 = MGxα/r3.

Ýòè ñèëû êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà, ñîçäàâàÿ ëîêàëüíî ñîñòîÿíèå íåâåñîìîñòè.
Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå áûëî ïîêàçà-

íî, ÷òî êîýôôèöèåíòû âðàùåíèÿ Ðè÷÷è îïèñûâàþò ïîëÿ èíåðöèè, ïîðîæäàþùèå
ñèëû èíåðöèè. Ïîýòîìó ïðèðîäà ïîëåé è ñèë èíåðöèè ñâÿçàíà ñ êðó÷åíèåì Ðè÷÷è
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîå îïèñàíèå ïîëåé è ñèë èíåðöèè
òðåáóåò ââåäåíèÿ ãåîìåòðèè àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà [4].

10 Êðó÷åíèå Ðè÷÷è â âàêóóìíîé ýëåêòðîäèíàìèêå

Èç óðàâíåíèé âàêóóìà (A) è (B) ñëåäóþò óðàâíåíèÿ âàêóóìíîé ýëåêòðîäèíàìèêè
[4]. Â ýòîé ýëåêòðîäèíàìèêå ïðîÿâëÿþòñÿ ýôôåêòû êðó÷åíèÿ Ðè÷÷è, ïîðîæäåííûå
ñïèíîì çàðÿæåííûõ ÷àñòèö.
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Òàê æå êàê è â îáû÷íîé ýëåêòðîäèíàìèêå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èçëó÷àþùåãî çà-
ðÿäà â âàêóóìíîé ýëåêòðîäèíàìèêè çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

mẍ = eE +
e

c
[ẋH] +

2e2

3c3
...
x , (89)

îäíàêî â âàêóóìíîé ýëåêòðîäèíàìèêå ñèëà ðàäèàöèîííîãî òðåíèÿ

2e2

3c3
...
x

ñîäåðæèò êðó÷åíèå Ðè÷÷è, ïîðîæäàåìîå ñïèíîì çàðÿäà. Äåéñòâèòåëüíî, èç óðàâíå-
íèé (6) è (21) âèäíî, ÷òî êðó÷åíèå Ðè÷÷è ñâÿçàíî ñ òðåòüåé ïðîèçâîäíîé êîîðäèíàòû
ïî âðåìåíè. Âûáèðàÿ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà â óðàâíåíèÿõ (6) âðåìÿ t è ïîäñòàâëÿÿ
ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ

...
x â ñèëó ðàäèàöèîííîãî òðåíèÿ, èìååì

Frad =
2e2

3c3
{(dκ
dl

e2 − κ2e1 + κχe3)v
3 + 3(−κe1 + χe3)va+

da

dt
e1}. (90)

Èç ýòèõ óðàâíåíèé âèäíî, ÷òî ñèëà ðàäèàöèîííîãî òðåíèÿ â âàêóóìíîé ýëåêòðî-
äèíàìèêå èìååò ñëîæíóþ ñòðóêòóðó. Îíà ñîäåðæèò ÷ëåíû, ïîðîæäàåìûå íå òîëüêî
âíåøíèìè ýëåêòðîìàãíèòíûìè ïîëÿìè, íî è òîðñèîííûìè íî è ñïèíîì ýëåêòðîíà.
Òðåòèé è ïÿòûé ÷ëåíû â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé (90) ñîäåðæèò êðó÷åíèå χ, ïîýòîìó
óñêîðåííàÿ ÷àñòèöà, îáëàäàþùàÿ ñïèíîì, èçëó÷àåò îäíîâðåìåííî êàê ýëåêòðîìàã-
íèòíûå, òàê è òîðñèîííûå ïîëÿ (ïîëÿ êðó÷åíèÿ Ðè÷÷è). Ýòîò òåîðåòè÷åñêèé âûâîä
áëåñòÿùå ïîäòâåðæäàåòñÿ ìíîãî÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ôàêòàìè [8].

Íàäî îòìåòèòü, ÷òî äî ñèõ ïîð íå áûëè ïðîâåäåíû ñïåöèàëüíûå ýêñïåðèìåíòû
äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû ñèëû ðàäèàöèîííîãî òðåíèÿ. Èçâåñòíû òîëüêî óäèâè-
òåëüíûå óñòðîéñòâà Í.Òåñëà, ïîçâîëÿþùèå ïåðåäàâàòü ýëåêòðîìàãíèòíóþ ýíåðãèþ
íå îáúÿñíèìûì òðàäèöèîííîé ýëåêòðîäèíàìèêîé ñïîñîáîì.

10.1 Òåîðåòè÷åñêàÿ îöåíêà ýëåêòðîòîðñèîííîãî èçëó÷åíèÿ â

âàêóóìíîé ýëåêòðîäèíàìèêå

Îñíîâûâàÿñü íà ñîîòíîøåíèè (90), ìîæíî ïðîèçâåñòè ïðèáëèæåííóþ îöåíêó
âåëè÷èíû ñèëû ýëåêòðîòîðñèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è ñðàâíèòü åå ñ ñèëàìè ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî è ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Äëÿ ýòîãî áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ýëåêòðîí êàê øàð, èìåþùèé ðàäèóñ, ðàâíûé êîìïòîíîâñêîìó ðàäèóñó ýëåêòðîíà

λ =
~
mc

= 3, 6× 10−11ñì. (91)

Âñå âû÷èñëåíèÿ ïðîâåäåì â ñèñòåìå ÑÃÑÅ. Ïðåäñòàâèì ñïèí ýëåêòðîíà â âèäå

s = Jω = Jvχ =
~
2
, (92)

ãäå ìîìåíò èíåðöèè J ýëåêòðîíà âû÷èñëÿåòñÿ êàê ìîìåíò èíåðöèè øàðà ðàäèóñà
(91)

J =
2

5
mλ2,
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à ω = vχ � óãëîâàÿ ÷àñòîòà ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ ýëåêòðîíà. Èç ñîîòíîøåíèÿ (92)
íàõîäèì ýòó âåëè÷èíó äëÿ ýëåêòðîíà

ω ≈ 1021ðàä/ñ. (93)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ýëåêòðîí èçëó÷àåò ïðè ïåðåõîäå ñ îäíîãî ñòàöèîíàðíîãî
óðîâíÿ íà äðóãîé â àòîìå âîäîðîäà. Ïóñòü ïðè ýòîì îí íàõîäèòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî íà
ðàññòîÿíèè ïåðâîé áîðîâñêîé îðáèòû (E ≈ 108 Â/ñì). Òîãäà ëåãêî ïîäñ÷èòàòü ñèëó
ýëåêòðîìàãíèòíîãî Fe è ãðàâèòàöèîííîãî Fg âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíà ñ ÿäðîì:

|Fe| = eE = mκiht
e = mv2κe =

e2

r2
0

≈ 4, 8× 10−2 äèí, (94)

|Fg| = mG = mκint
g = mv2κg =

γmMÿ
r2
0

≈ 0, 6× 10−42 äèí.

Èç ðàâåíñòâà (90) äëÿ ñèëû ýëåêòðîòîðñèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íàõîäèì

|Fκχ| =
2e2

3c3
κintω. (95)

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (94) ïîëó÷èì

κint = v2κ ≈ 1025 ñì/c2.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó âåëè÷èíó â (95) è ó÷èòûâàÿ (93), íàõîäèì çíà÷åíèå ñèëû ýëåêòðî-
òîðñèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

Fκχ ≈ 2, 9× 10−4 äèí. (96)

Òàêèì îáðàçîì, ñèëà ýëåêòðîòîðñèîííîãî èçëó÷åíèÿ ýëåêòðîíà â ÿäðå
îêàçûâàåòñÿ ñëàáåå ñèëû ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî è ñèëüíåå ñèëû ãðàâèòàöèîííîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ, ÷òî òàêæå íàáëþäàåòñÿ â ýêñïåðèìåíòå [8].

11 Òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ

òîðñèîííûõ ïîëåé

Ýòîò ðàçäåë âêëþ÷àåò â ñåáÿ øèðîêèé êðóã âîïðîñîâ, ïîýòîìó, äëÿ êðàòêîñòè,
ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ïåðå÷èñëåíèåì ñâîéñòâ òîðñèîííûõ ïîëåé, îñíîâûâàÿñü íà
óðàâíåíèÿõ âàêóóìà (A) è (B).

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòå [4], â òåîðèè âàêóóìà ñóùåñòâóåò äâà òèïà òîðñèîí-
íûõ ïîëåé, ïîðîæäàåìûõ êðó÷åíèåì Ðè÷÷è:

à) ïåðâè÷íûå òîðñèîííûå, ïîðîæäàåìûå Àáñîëþòíûì ¾Íè÷òî¿;
á) âòîðè÷íûå òîðñèîííûå ïîëÿ, ïîðîæäàåìûå ìàòåðèåé.

11.1 Ñâîéñòâà ïåðâè÷íûõ òîðñèîííûõ ïîëåé

Ïåðâè÷íûå òîðñèîííûå ïîëÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå
âèõðè, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì [4]

∇[iT
i
|j|m] + T i

s[iT
s
|j|m] = 0, (97)
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Ñðàâíèâàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ñ îïðåäåëåíèåì òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ìàòåðèè (76)
â óðàâíåíèÿõ âàêóóìà (A) è (B), ïîëó÷àåì íóëåâîå çíà÷åíèå ýíåðãèè äëÿ ïåðâè÷íîãî
òîðñèîííîãî ïîëÿ

E =

∫
T jmgjm(−g)

1
2 dV ≡ 0. (98)

Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé âàêóóìà â ýòîì ñëó÷àå ïîêàçûâàåò, ÷òî òîðñèîííîå îò-
ëè÷íî îò íóëÿ è ñïîñîáíî âðàùàòü ïëîñêîñòü ïîëÿðèçàöèè ïîëÿðèçîâàííîé ñâåòîâîé
âîëíû [4]. Ìû çäåñü èìååì ñëó÷àé, êîãäà ïîëå T i

jk íåñåò èíôîðìàöèþ áåç ïåðåíîñà
ýíåðãèè. Òðàåêòîðèÿ ïðîáíîé ÷àñòèöû â ïåðâè÷íîì òîðñèîííîì ïîëå áóäåò èçìå-
íÿòüñÿ ïîä äåéñòâèåì ïîëÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ

d2xi

ds2
+ Γi

jk

dxj

ds

dxk

ds
+ T i

jk

dxj

ds

dxk

ds
= 0,

íî ïðè ýòîì âçàèìîäåéñòâèè ýíåðãèÿ ÷àñòèöû îñòàíåòñÿ íåèçìåííîé (áåçýíåðãåòè÷å-
ñêîå âçàèìîäåéñòâèå).

Äëÿ îáúåêòà, ýíåðãèÿ êîòîðîãî ðàâíà íóëþ, íåâîçìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå
ñêîðîñòè åãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Äëÿ îáû÷íîãî íàáëþäàòåëÿ òàêîé îáúåêò åñòü ¾ñðàçó
âåçäå è âñåãäà¿, ò.å. åãî ¾ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ¿ ìãíîâåííà.

Ðîæäåíèå ïåðâè÷íûõ òîðñèîííûõ ïîëåé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïåðâè÷íóþ
ïîëÿðèçàöèþ âàêóóìà ïî åãî ñïèíîâûì ñâîéñòâàì, ïðè ýòîì îäíîâðåìåííî âîçíèêàþò
êàê ïðàâûå, òàê è ëåâûå ïîëÿ.

Ýêñïåðèìåíòû ïî ñîçäàíèþ èñêóññòâåííîé òîðñèîííîé ïîëÿðèçàöèè âàêóóìà ïó-
òåì âíåñåíèÿ â íåêîòîðóþ åãî îáëàñòü ìàòåðèàëüíûõ ïðåäìåòîâ ñ ðàçëè÷íîé ãåîìåò-
ðèåé ïîâåðõíîñòè ïîêàçûâàþò [8], ÷òî âîçíèêàþò îäíîâðåìåííî êàê ïðàâûå, òàê è
ëåâûå ïåðâè÷íûå òîðñèîííûå ïîëÿ. Ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà â ýòîì ñëó÷àå, ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé äåñÿòèìåðíîå ìíîãîîáðàçèå (4 òðàíñëÿöèîííûå êîîðäèíàòû è 6 óãëîâûõ),
ïðè÷åì åãî ðèìàíîâà êðèâèçíà Ri

jkm îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé íóëþ, à êðó÷åíèå Ðè÷÷è
îòëè÷íî îò íóëÿ è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì (97).

¾Ðàñïðîñòðàíåíèå¿ ïåðâè÷íûõ òîðñèîííûõ ïîëåé ñ ìãíîâåííûìè ñêîðîñòÿìè
ïðîèñõîäèò íà ôàçîâîì ïîðòðåòå ýòèõ ïîëåé, à íå ñ ïîìîùüþ ãðóïïîâîé ñêîðîñòè,
êàê ýòî ïðîèñõîäèò ó îáû÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïîëåé. Ýòî óêàçûâàåò ãîëîãðàôè÷åñêóþ
ñòðóêòóðó ïîëåé êðó÷åíèÿ.

11.2 Ñâîéñòâà âòîðè÷íûõ òîðñèîííûõ ïîëåé

Âòîðè÷íûå òîðñèîííûå ïîëÿ ñâÿçàíû ñ âðàùåíèåì ìàòåðèàëüíûõ îáúåêòîâ. Îíè
â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ñîõðàíÿþò ñâîéñòâà ïåðâè÷íûõ òîðñèîííûõ ïîëåé, îäíàêî,
â îòëè÷èå îò ïîñëåäíèõ, â ñâÿçàííîì ñîñòîÿíèè ìîãóò çíà÷èòåëüíî ìåíÿòü ïîòåíöè-
àëüíóþ ýíåðãèþ ìàòåðèàëüíûõ ñèñòåì. Íàïðèìåð, ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ ñïè-
íèðóþùåé ìàññû SMS, íàéäåííûé íà îñíîâå òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé âàêóóìà,
èìååò âèä

ϕs = − MGr

r2 + r2
scos

2θ
, (99)

ãäå rs � ïàðàìåòð Êåððà [4]. Êîãäà âðàùåíèå ìàññû îòñóòñòâóåò, ýòîò ïàðàìåòð îáðà-
ùàåòñÿ â íóëü è ìû èìååì îáû÷íûé íüþòîíîâñêèé ïîòåíöèàë. Íà ðàññòîÿíèÿõ r ≈ rs

âðàùåíèå âíîñèò çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ.
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïàðàìåòð rs ïîðîæäàåò êðó÷åíèå

χ(s) = T (2)
(3)γ

dxγ

ds
(100)

â íåðåëÿòèâèñòñêèõ óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ è ïðèâîäèò ê ýíåðãåòè÷åñêèì èçìåíåíèÿì
ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû.

Ïóñòü òåïåðü â ñîîòíîøåíèè (99) M = 0, íî rs 6= 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ
äëÿ ïåðâè÷íîãî òîðñèîííîãî ïîëÿ. Ëåãêî âèäåòü ÷òî ïîòåíöèàë (99) â ýòîì ñëó÷àå
îáðàùàåòñÿ â íóëü, à òîðñèîííîå ïîëå (100) îòëè÷íî îò íóëÿ è ñïîñîáíî ïåðåäàâàòü
èíôîðìàöèþ. Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî òðàêòîâàòü êàê âîçìîæíîñòü âòîðè÷íûõ òîð-
ñèîííûõ ïîëåé ñòàíîâèòñÿ ñâîáîäíûìè, ïðèîáðåòàÿ ñâîéñòâà ïåðâè÷íûõ. Â äàííîì
ïðèìåðå îáðàùåíèå â íóëü ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ óêàçûâàåò íà âûñîêóþ ïðî-
íèêàþùóþ ñïîñîáíîñòü âòîðè÷íûõ (è ïåðâè÷íûõ) òîðñèîííûõ ïîëåé, åñëè îíè íå
íàõîäÿòñÿ â ñâÿçàííîì ñîñòîÿíèè.

Ñîáèðàÿ ðåçóëüòàòû, ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñâîéñòâà òîðñèîííûõ ïîëåé, ïîëó÷åí-
íûõ â ðåçóëüòàòå òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà óðàâíåíèé âàêóóìà:

• Ïåðåíîñÿò èíôîðìàöèþ áåç ïåðåíîñà ýíåðãèè.

• Ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ � áåñêîíå÷íîñòü.

• Âûñîêàÿ ïðîíèêàþùàÿ ñïîñîáíîñòü.

• Ãîëîãðàôè÷åñêàÿ ïðèðîäà.

• Ñïîñîáíîñòü â ñâÿçàííîì ñîñòîÿíèè ìåíÿòü ýíåðãèþ ñèñòåìû.
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