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     Гиперболические функции  Фибоначчи и решение одномерного 
стационарного уравнения Шрёдингера 

 

 
         Предисловие.Краткая информация о гиперболических функциях 
Фибоначчи:  
гиперболическая функция косинуса Фибоначчи имеет вид 

   ,                                  (1)f tc = √5
ϕ +ϕ 2t+1 −2t−1

 

 а синуса Фибоначчи  такой вид−  

     ,                                    (2)f ts = √5
ϕ −ϕ 2t −2t

 

         при этом ,, 18033989...ϕ = 2
1+√5 = 1 6   

      - последовательность чисел Фибоначчи: 
...-55,34,-21,13, -8 ,5,-3,2, -1,1,0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,610,...,(3) 
          - аргумент функций (1) и (2) при целочисленном значении, которыйt  
соответствует номеру числа Фибоначчи в его  последовательности(3), то есть 
косинус целочисленного аргумента соответствует нечетным номерам 
последовательности чисел Фибоначчи, а синус целочисленного аргумента −
четным,  

- гиперболическая функция косинуса Фибоначчи многократно 
дифференцируемая на всей числовой оси x :  

- первая производная  

;     (4)cf t)ʹ )ʹ lnϕsf (t /2) lnϕ(  )( = ( √5
ϕ +ϕ 2t+1 −2t−1

= 2 + 1 = 2 √5
ϕ −ϕ 2t+1 −2t−1

 

- вторая производная  

cf t)ʹʹ )ʹʹ 2lnϕsf (t /2))ʹ (  ) cf t , 5)( = ( √5
ϕ +ϕ 2t+1 −2t−1

= ( + 1 =  (2lnϕ)2
√5

ϕ +ϕ 2t+1 −2t−1

=  (2lnϕ)2 (  

а более подробно  о гиперболических функциях Фибоначчи можно 
ознакомиться в публикации[1]. 
        Теорема. Если потенциальная энергия частицы в силовом поле 
постоянная и равна 

            ,                    (6)1 )E  U = ( +  (2ln ϕ)2  
то решением стационарного уравнения Шрёдингера[2]: 

                         (7)  (x)ψ(x) ψ(x) −   ħ2

2m ·  
dx 2

d ψ(x)2

+ U = E  

для одномерного движения является волновая функция вида 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A3%D1%80%D0%B0%D0%B2%D0%BD%D0%B5%D0%BD%D0%B8%D0%B5_%D0%A8%D1%80%D1%91%D0%B4%D0%B8%D0%BD%D0%B3%D0%B5%D1%80%D0%B0


 

гиперболической функции косинуса Фибоначчи : 
   ,                            (8)(x) cf xψ =  (1/2ln ϕ)2

ħ
√2mE  

 которая непрерывная, дважды дифференцируемая и отличная от нуля на 
всей числовой оси.  
     Доказательство.   
          Дифференцируем гиперболическую функцию косинуса Фибоначчи (8) 
дважды на всей числовой оси, то есть имеем 

                       ,                  (9)(1/2ln ϕ)sf (x /2)ψʹ(x) = ħ
√2mE  

ħ
√2mE + 1  

                       .                 (10)(x) cf xψʹʹ =
 ħ2

2mE
ħ

√2mE  

            Подставим (8), (9) и (10) в (7) получим: 
cf x (x) (1/2ln ϕ)  cf x   (1/2ln ϕ) cf x −   ħ2

2m  ħ2
2mE

ħ
√2mE + U 2

ħ
√2mE = E 2

ħ
√2mE   

и сократив на   будем иметь:f x =  для∀ x − ,+ )c ħ
√2mE / 0 ∈ ( ∞ ∞  

,U (x) E  − E +  (1/2ln ϕ)2 =  (1/2ln ϕ) 2  
или 

                  ,             (11)(x) 1 )E  U = ( +  (2ln ϕ)2   
при  окончательно имеем:(x) onst,U = c   

                                      (12)1 )E  U = ( +  (2ln ϕ)2  
           Что  и требовалось доказать. 
            Замечания. 1. Если ввести масштабную поправку для переменной :x  

 ,x =    ħ  
 √2mE t  

тогда  функция (8) примет вид 
                                        (13)(x) cf t,  ψ =  (1/2ln ϕ)2  

где гиперболическая функция косинуса Фибоначчи при целочисленных 
значениях аргумента  генерирует подпоследовательность чисел Фибоначчи:t  

….,34,13,5,2,1,1,2,5,13,34,... . 
               Замечания. 2.Когда потенциальная энергия частицы в силовом поле 
постоянная и равна , то ее движение является1 )E  U = ( +  (2ln ϕ)2  
гармоническим в соответствии  со свойствами гиперболической функции 
косинуса Фибоначчи(8). 
               Замечания. 3. Отсутствие потенциала в уравнении (7) определяет 
свободное пространство и тогда это уравнение принимает довольно простой 
вид: 

               (14)   ψ(x), −   ħ2

2m dx 2
d ψ(x)2

= E  

а так как вторая производная гиперболической функции косинуса 
Фибоначчи(5) отличается от самой функции(1) только наличием множителя 



 

  (2lnϕ)2 :  

cf t)ʹʹ )ʹʹ cf t ( = ( √5
ϕ +ϕ 2t+1 −2t−1

=  (2lnϕ)2   

то, если  волновая функция ) имеет вид  гиперболической функции(xψ  
косинуса Фибоначчи(1) и является  решением уравнения (14), то имеем 

  , (2lnϕ) cf t  cf t −   ħ2

2m 
2 = E  

а в силу того что  получимf t =  для∀ t − ,+ )c / 0 ∈ ( ∞ ∞  
           = .              (16)E  (2lnϕ)−   ħ2

2m 
2  

       Это свидетельствует о том, что при отсутствии потенциала в силовом 
поле, движение частицы в нем происходит в соответствии со свойствами 
гиперболической функции косинуса Фибоначчи и  поглощает постоянно 
энергию равную числовому значению .равой части(16)п  
          Вывод. Полученный результат свидетельствует о том, что среди 
множеств решений уравнения (1), есть и такое, которое отражает 
гармоничность естественных процессов. 
          Примечания.  Числовые значения некоторых констант в статье: 

, .,   nϕ , 81211825...  l = 0 4 lnϕ , 6242365..  2 = 0 9 /2lnϕ , 3904346…,  1 = 1 0
 , 26259282...,   (2lnϕ)2 = 0 9 1/2lnϕ) , 79611313...  ( 2 = 1 0  
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             P.S.  
      Идея этого исследования была начата еще до публикации статьи[1], а 
обнаруженная на днях в архиве одна из его страниц побудила подвести итог 
и ознакомить всех тех кто интересуется математикой гармонии и готов 
продолжать начатое нами.  
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